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Neste trabalho desenvolveu-se um estudo numérico do desenvolvimento do escoamento 
para fluidos viscoelásticos com vista a calcular o comprimento de entrada relativamente à 
velocidade, tensão normal e tensão de corte. Este estudo foi feito para os modelos PTT simples e 
Giesekus (na geometria de placas paralelas) e para os modelos UCM e Oldroyd-B (na geometria 
de conduta circular).  
Analisou-se o efeito, no valor do comprimento de entrada, da variação do número de 
Reynolds e de Débora, da variação dos parâmetros dos modelos e da adição de um solvente 
newtoniano. Para isto variou-se o número de elasticidade (0,1;1;10) e a razão entre a viscosidade 
do solvente e a soma das viscosidades do solvente e do fluido viscoelástico (0;0,11;0,5;0,9) para 
todos os casos. 
Começou-se pela validação do método numérico, comparando os resultados obtidos pela 
simulação com valores de soluções analíticas presentes na literatura. Definiu-se também a 
incerteza associada à malha utilizada nas simulações. 
 A análise dos valores de comprimento de entrada da velocidade permitiram perceber que 
este evolui, em função do número de Débora, de forma não monótona. Para números de Débora 
muito baixos, o valor do comprimento de entrada desce com o aumento de Débora e apenas a partir 
de um certo valor deste número (diferente entre modelos, mas independente de Reynolds) que o 
comprimento de entrada aumenta. A razão desta mudança de comportamento prende-se com o 
aparecimento de overshoot, que consiste no aparecimento de um pico no desenvolvimento da 
velocidade, cujo valor é superior à velocidade em escoamento desenvolvido. De referir que no 
caso do modelo Giesekus, este fenómeno é acompanhado por um undershoot, ou um mínimo 
relativo. Estes comportamentos têm origem na elasticidade do fluido, daí acontecer para o mesmo 
Débora independentemente do número de Reynolds. 
Verificou-se também que para número de Mach elástico superior à unidade se observavam 
oscilações no desenvolvimento da velocidade. 
 No geral, observou-se que o comprimento de entrada mais alto é o da tensão normal, exceto 
para o caso de El=0,1 e β=0, onde o comprimento de entrada da velocidade se torna o mais 
elevado. 
No final deste trabalho desenvolveram-se algumas correlações para o cálculo do 
comprimento de entrada, mas para aplicações de engenharia, pode-se estimar seu valor. Para placas 











































Numerical study of the development length for viscoelastic fluids 
Abstract 
This work presented numerical studies on the development lenght flow for viscoelastic 
fluids, for the velocity, normal and shear stresses. Two different rheological models were studied, 
namely the simplefied Phan-Thien/Tanner and Giesekus models (for the parallel plates geometry) 
and the Upper Convected Maxwell and Oldroyd-B models  (for the circular pipe geometry). 
The effect of the variation of the Reynolds and Deborah numbers, the variation of the model 
parameters and the addition of a Newtonian solvent on the the development lenght flow was 
analized. The number of elasticity was varied in the range of El=0.1, 1, 10, while for the ratio 
between the solvent viscosity and the total viscosity of the viscoelastic fluid, the range was β=0, 
0.11, 0.5, 0,9,  for all simulated cases. 
The validation of the numerical method, was performed by direct comparison with the 
results obtained by analytical solutions present in the literature. It was also defined the associated 
uncertainty for the mesh used in most of the simulations. 
The analysis of the development lenght for the velocity showed a non-monotonic evolition 
as function of the Deborah number. For very low Deborah numbers, the development lenght 
decreased with the increase of Deborah, but only for a certain value of this number (different 
between models, but independent of Reynolds number) that the development lenght increases 
again. The reason for this behavior is related to the occurrence of an velocity overshoot, 
represented by the appearance of a velocity peak in the axial velocity profile, which values are 
greater than the fully developed axial velocity. Note that for the Giesekus model, this phenomenon 
is accompanied by a velocity undershoot, or a relative minimum. These behaviors have their origin 
in the elasticity of the fluid, since it occur at the same Deborah regardless of the Reynolds number. 
It was also found that for elastic Mach number greater than unity, fluctuations were 
observed in development lenght for the velocity. In general, it was observed that the highest entry 
length was obtained for development lenght for normal stresses, except for the case of El = 0.1 and 
β = 0 where the velocity entry length becomes higher. 
At the end of this work we have developed several correlations for the entry lengths of 
velocity, normal and shear stresses. For engineering applications, we considered the estimation of 
the suitable entry lengths value by means of the following expressions. For parallel plates, 
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1.1. Enquadramento do tema e sua motivação 
 
A importância do conhecimento do comprimento necessário para o desenvolvimento 
completo de um escoamento, isto é, para que o perfil de velocidades não apresente variações na 
direção axial é amplamente reconhecida. Não só do ponto de vista experimental, onde muitas vezes 
é necessário garantir que o escoamento se encontra no estado completamente desenvolvido para 
se poder fazer medições, mas também no projeto de sistemas de condutas, para cálculo correto das 
perdas de carga. Mais ainda, o estudo do comprimento de entrada é importante para cientistas e 
engenheiros estudarem a transição entre escoamento laminar e turbulento. 
Apesar de o estudo do comprimento de entrada para fluidos newtonianos estar bem 
compreendido, com abundantes correlações disponíveis, para fluidos não-newtonianos a literatura 
é bastante escassa. Particularmente, o estudo do efeito da elasticidade em escoamentos com baixo 
número de Reynolds é praticamente inexistente. O interesse do estudo de escoamentos com efeito 
de inércia baixo tem muito a ver com o desenvolvimento da microfluídica nos últimos anos onde, 
dada a baixa dimensão característica nestes escoamentos, o número de Reynolds acaba sempre por 
ser muito baixo. 
Assim, este trabalho pretende obter resultados para o comprimento de entrada para fluidos 
viscoelásticos, em escoamentos no interior de placas paralelas e condutas circulares, para números 
de Reynolds suficientemente baixos onde o escoamento é laminar, recorrendo a uma investigação 
numérica. 
 
1.2. Fluidos viscoelásticos 
 
 Diversas indústrias como a alimentar, a da higiene, a das tintas, dos plásticos e tantas outras 
utilizam nos seus processos produtivos diversos fluidos, que seguem, na sua grande maioria, o 
comportamento de fluido não-newtoniano. Assim sendo, é fundamental para estas indústrias 
conhecer o comportamento destes fluidos, para poderem otimizar os seus processos.  
Existem vários tipos de fluidos não-newtonianos e nesta tese são estudados os fluidos 
viscoelásticos, de particular interesse por exemplo na indústria dos polímeros. Estes fluidos 
apresentam não só um comportamento viscoso não linear, mas também um comportamento 
elástico que origina uma dinâmica de escoamentos bastante distinta do que se observa com fluidos 
inelásticos. Para permitir a caracterização destes fluidos, diversos modelos constitutivos foram 
desenvolvidos ao longo do tempo. O comportamento dos fluidos viscoelásticos é explorado em 
detalhe na seção 3 
 Como já se referiu, o comprimento de entrada é uma característica pouco estudada para 
fluidos viscoelásticos. Assim sendo, e dada a importância destes fluidos na indústria, torna-se 
importante estudar esta propriedade do escoamento. Mais ainda, o estudo do comprimento de 
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entrada abre a possibilidade de uma melhor compreensão das características dos fluidos 
viscoelásticos. 
 
1.3. Objetivo e metodologia 
 
 O objetivo desta tese é o estudo do desenvolvimento do escoamento de fluidos 
viscoelásticos na geometria de placas paralelas e condutas circulares, com vista a quantificar os 
respetivos comprimentos de entrada 
O método de estudo é o numérico, sendo para isso utilizado um programa de simulação de 
escoamentos desenvolvido pelo Centro de Estudos de Fenómenos de Transporte (CEFT). No 
âmbito desta tese, procedeu-se inicialmente à validação do código para as geometrias e os modelos 
a estudar e, através do método de extrapolação de Richardson (1908), aferiu-se a incerteza 
associada à malha utilizada para o cálculo definitivo. 
Depois deste estudo inicial, procedeu-se então ao estudo do escoamento e determinação do 
comprimento de entrada para o modelo de Phan-Thien-Tanner (PTT) simples e Giesekus para a 
geometria de placas paralelas. Para conduta circular, estudaram-se os modelos convectivo superior 
de Maxwell (UCM) e Oldroyd-B. A escolha destes modelos deve-se ao facto de já ter sido efetuado 
um estudo do comprimento de entrada por Barbosa(2012), com o mesmo código, na geometria de 
placas paralelas para os modelos UCM e Oldroyd-B, daí que se tenha decidido continuar esse 
estudo para  os modelos Giesekus e PTT. Contudo, para a geometria de condutas circulares, não 
havia estudo prévio, começando-se por isso com os modelos mais simples matematicamente, o 
modelo UCM e Oldroyd-B. 
Estudou-se o efeito da variação de parâmetros do modelo, da alteração da relação entre a 
elasticidade e a inércia e da adição de um solvente newtoniano. O objetivo final é o de desenvolver 
correlações empíricas para que, com base nos casos estudados nesta tese, se possam fazer 
extrapolações ou interpolações para casos de interesse. 
 
1.4. Organização e estrutura da tese 
 
Esta tese está dividida em nove capítulos. Depois do capítulo introdutório, apresenta-se no 
segundo capítulo uma revisão bibliográfica do estudo do comprimento de entrada em fluidos 
newtonianos e não-newtonianos com especial foco no estudo de comprimento de entrada existente 
para fluidos viscoelásticos. 
No terceiro capítulo faz-se uma análise dos fluidos viscoelásticos, apresentando-se os 
modelos constitutivos que são estudados nesta tese. Seguidamente, no quarto capítulo, expõem-se 
as equações governativas dos escoamentos e apresentam-se soluções analíticas para os 
escoamentos a estudar e que são utilizadas para validação do método numérico. 
No quinto capítulo procede-se à apresentação do método numérico a utilizar, assim como 
do processo de discretização das equações governativas do escoamento. No sexto capítulo, 




utilizando as soluções analíticas obtidas anteriormente, valida-se o método numérico e, através do 
método de extrapolação de Richardson (1908), calcula-se a incerteza associada à malha escolhida 
para a realização dos cálculos. 
No sétimo capítulo apresentam-se os resultados obtidos, para o comprimento de entrada da 
velocidade, da tensão de corte e da tensão normal. No oitavo capítulo apresentam-se correlações 
obtidas de acordo com os resultados do capítulo anterior. 



























































































2. Revisão bibliográfica 
 
2.1. Comprimento de entrada 
 
 O comprimento de entrada representa a distância que vai desde o início do escoamento ou 
de um obstáculo que origine a sua perturbação, até ao ponto em que este se considere 
completamente desenvolvido. 
 Um escoamento completamente desenvolvido é um escoamento cujas propriedades não 
variam na direção do escoamento, isto é, não existem gradientes nesta direção, a não ser um 
possível gradiente de pressão. Assim sendo, por exemplo, o perfil de velocidades não varia com a 
coordenada axial após alcançar o estado de escoamento desenvolvido. 
 Pode-se analisar o desenvolvimento de um escoamento imaginando um fluido 
incompressível viscoso em escoamento laminar num canal, com um perfil de velocidades à entrada 
uniforme, como se pode observar na Figura 1. Tomando a condição de não-deslizamento - que nos 
diz que um fluido em contacto com uma superfície sólida tem uma velocidade relativa a essa 
superfície nula - e dado que a parede está em repouso, a velocidade tem de descer para um valor 
nulo junto às paredes. 
Dada esta desaceleração do fluido nas paredes, seguindo a lei da continuidade, existe um 
gradiente positivo de velocidade na zona central do escoamento, originando uma alteração do 
perfil de velocidades. Eventualmente esta aceleração na zona central desaparece e o perfil torna-
se constante, não variando com x e o escoamento diz-se completamente desenvolvido.  
 A distância percorrida até este ponto é denominada de comprimento de entrada 
relativamente à velocidade. O comprimento de entrada pode ser definido relativamente a outra 
propriedade do escoamento seguindo a mesma lógica, distância a partir da qual essa propriedade 
não se altera na direção do escoamento. 
 
Figura 1 - Perfil de velocidades num escoamento entre placas paralelas para um fluido newtoniano. Barbosa (2012) 
 
 Dado o comportamento assimptótico do desenvolvimento de um escoamento, é importante 
definir a partir de que ponto é válida a consideração de escoamento desenvolvido. 
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 Sadri e Floryan (2002) apresentam uma revisão de algumas definições para o comprimento 
de entrada: o ponto a partir do qual a velocidade no eixo iguala 99% (outros autores utilizam 99.9% 
ou 99.5%) da velocidade máxima do escoamento; o ponto onde dp/dx|y=0 atinge 99% do seu valor 
assimptótico; o ponto onde a queda de pressão incremental atinge 95% do seu valor assimptótico. 
Ao longo deste trabalho define-se o comprimento de entrada segundo uma propriedade 
como a distância que leva a que o valor máximo dessa propriedade iguale 99% do valor máximo 
em escoamento desenvolvido. Neste trabalho as propriedades para as quais o comprimento de 
entrada será estudado são a velocidade, a tensão de corte e a tensão normal. Como o critério é 
definido para os valores máximos, a velocidade será avaliada no eixo central e as tensões junto à 
parede. 
 
2.2. Correlações para o comprimento de entrada em escoamentos com 
fluidos newtonianos 
 Na literatura existem várias correlações para determinar o valor do comprimento de entrada 
em função do número de Reynolds (número definido pela razão entre as forças de inércia e as 
forças viscosas) para fluidos newtonianos. Estas correlações foram obtidas por diversos autores 
através de métodos experimentais, numéricos ou analíticos, originando contudo resultados 
diferentes entre si. Na Figura 2, observam-se algumas correlações que foram obtidas para o 









Figura 2- Valor da constante C obtido em diferentes estudos para escoamento de fluidos newtonianos em condutas circulares. Imagem 
adaptada de Durst et al. (2005) 
 




Uma conclusão imediata que podemos tirar da equação (1) é que para números de Reynolds 
muito baixos, a tender para 0, o valor de Le seria nulo e então o escoamento desenvolver-se-ia 
instantaneamente, o que claramente contraria aspetos físicos. Mesmo para um escoamento 
puramente difusivo, com o número de Reynolds nulo, existe um tempo de resposta finito.  
Para valores baixos de Reynolds o valor do comprimento de entrada tende para um valor 













) = 𝐶1𝑅𝑒 
(3) 
 
Assim sendo as correlações observadas na Figura 2 apenas são válidas para números de 
Reynolds elevados pois não respeitam a equação (2). 
 Atkinson et al. (1969) foi o primeiro a sugerir uma correlação para o comprimento de 
entrada que respeitava os limites acima descritos: 
𝐿𝑒
𝐷
= 0.59 + 0.056𝑅𝑒 
(3) 
  
Apesar de esta correlação ter em conta o transporte da difusão na direção axial, não 
descreve corretamente o comportamento do valor do comprimento de entrada para valores 
intermédios do número de Reynolds, nomeadamente na região de 1<Re<100. 
 Durst et al. (2005) desenvolveram, através de métodos numéricos, as seguintes correlações 
válidas para todo o domínio de Re: 



















2.3. Comprimento de entrada para escoamentos de fluidos não-newtonianos 
 
 Para o caso dos fluidos não-newtonianos, os estudos acerca do comprimento de entrada 
apresentam, um pouco à semelhança do que vimos nos fluidos newtonianos, alguma contradição. 
 O modelo mais estudado é sem dúvida o modelo de lei de potência, onde a viscosidade 
segue a seguinte equação: 




 Dada a sua inerente viscosidade variável, torna-se importante definir corretamente o 
número de Reynolds a utilizar. As duas definições mais utilizadas são o número de Reynolds de 
Collin-Schowalter (1963) e o número de Reynolds definido por Metzner e Reed (1955). Este 
último foi definido para garantir que o cálculo do coeficiente de fricção para escoamento laminar 

















 Importa ainda referir que a razão entre estes dois valores depende apenas do valor de n, 











 Na Tabela 1 sumariam-se os estudos acerca do comprimento de entrada para fluidos que 






Tabela 1 – Sumário de publicações de correlações para o comprimento de entrada em condutas circulares para fluidos que seguem o modelo da 
lei de potência. Tabela adaptada de Poole e Ridley (2007) 






Analítico C(Re), onde C=f(n) 0,061Re 
Soto and Shah 
(1976) 
Numérico (0,15-0,085n)Re 0,065Re 
Ookawara et al. 
(2000) 
Numérico √((0,655)2 + (0,0575)2(𝑅𝑒)2) - 
Gupta (2001) Analítico C(Re), onde C=f(n) 0,04Re 
Chebbi (2002) Analítico C(Re), onde C=f(n) 0,09Re 
 
Podemos desde logo verificar que, como aconteceu nos estudos dos fluidos newtonianos, 
a maior parte das correlações obtidas seguem a forma da equação (1), onde neste caso a constante 
C é uma função do índice n. Isto, da mesma maneira que já explorada para o caso newtoniano, 




significaria que para um escoamento de inércia desprezável, Re=0, este se desenvolveria 
imediatamente, o que se sabe ser impossível.  
Apenas Ookawara et al(2000) apresenta uma correlação que não apresenta um valor de 
comprimento de entrada nulo para inércia desprezável, contudo este valor é independente do índice 
n.  
No estudo de Poole e Ridley(2007), estes obtiveram resultados numéricos distintos 
consoante a definição do número de Reynolds utilizada. Utilizando o número de Reynolds definido 
por Metzner e Reed (1955), o comprimento de entrada para elevados números de Reynolds 
colapsou para uma única curva independente do índice do modelo de lei de potência, ao passo que 
à medida que se aproximava de Re=0, o valor do comprimento de entrada se tornava constante 
mas dependente do valor de n.  
Utilizando um ajuste polinomial para ter em conta este comportamento a baixos valores de 
Reynolds, Poole e Ridley (2007) obtiveram uma correlação com a mesma forma que Durst et al. 
(2005) para fluidos newtonianos: 
𝐿𝑒
𝐷






Poole e Chhabra (2010) desenvolveram outro estudo para outra classe de fluidos não-
newtonianos, os fluidos que apresentam uma tensão de cedência, 𝜏0. Estes fluidos apenas escoam 
quando a tensão ultrapassa o valor da tensão de cedência. Até esse ponto comportam-se como um 
bloco sólido, deslocando-se a velocidade constante, estando o bloco sólido rodeado por uma região 
do fluido onde há escoamento. O modelo de Bingham é o modelo mais simples que descreve este 
tipo de fluidos e a quantificação do valor da tensão de cedência na forma adimensional dá origem 







O estudo foi efetuado para valores de Bn entre 1 e 10 e o valor do comprimento de entrada 
apresentou no máximo, um erro de 20% em relação ao caso newtoniano.  
 Assim sendo, a sugestão dos autores é de que, em aplicações de engenharia, o cálculo do 
comprimento de entrada para fluidos que sigam o modelo de Bingham pode ser feito usando as 
correlações para o caso newtoniano, tendo apenas em consideração a utilização de um número de 
Reynolds modificado. Esta modificação no número de Reynolds segue a mesma lógica que o 
número de Reynolds de Metzner e Reed e serve para garantir que em escoamento laminar o 








2.4. Comprimento de entrada para escoamentos de fluidos viscoelásticos 
 
Dado o objetivo deste trabalho ser especificamente o estudo de comprimento de entrada 
para fluidos viscoelásticos, faz-se uma análise específica para este tipo de fluidos apesar de estes 
se inserirem na categoria de fluidos não-newtonianos.  
 O estudo do comprimento de entrada para fluidos viscoelásticos é bastante escasso, 
aparecendo apenas muito recentemente os primeiros estudos numéricos. Apesar de ter havido no 
passado bastantes estudos numéricos sobre estes fluidos, principalmente na situação de contração 
4:1 e escoamento em torno de um cilindro (Afonso et al. (2011)) a verdade é que o comprimento 
de entrada não foi o foco destes estudos. 
 Contudo, alguns estudos experimentais foram desenvolvidos, como por exemplo o trabalho 
de Brocklebank e Smith (1970), onde os resultados obtidos estão presentes na Figura 3. 
  
De acordo com os autores, e analisando a Figura 3, os comprimentos de entrada em fluidos 
viscoelásticos podem ser até duas vezes maiores do que aquelas previstas quando apenas se têm 
em conta o seu comportamento viscoso. Contudo não se desenvolveu qualquer tipo de correlação.
  
 A investigação numérica de Yapici et al. (2012) estudou o comprimento de entrada para 
fluidos seguindo os modelos Phan-Thien-Tanner simples e Oldroyd-B, variando os valores dos 
números de Débora e Reynolds, assim como estudando os efeitos da variação dos parâmetros ε 
(parâmetro do modelo PTT) e β (razão entre a viscosidade do solvente e a soma da viscosidade do 
solvente com a do polímero). O estudo focou-se principalmente no comprimento de entrada para 
as velocidades - velocidade no eixo central a 99% da velocidade analítica - e no comprimento de 
entrada das tensões axiais – quando a tensão axial normal desce para 1 ou 5 % do seu valor 
máximo. 
 Os valores obtidos para escoamento com inércia desprezável apresentam-se na Tabela 2: 
 
Figura 3- Resultados experimentais obtidos por Brocklobank e Smith (1970) 




Tabela 2 - Resultados obtidos por Yapici et al. (2012) 
 De Leu Leτxx 
Oldroyd-B (β=0,1) 
0,1 3,4062 4,1562 
0,2 3,5312 5,0312 
0,3 4,2187 6,9687 
0,4 5,0312 8,8437 
0,5 5,7187 10,6562 
0,6 6,2187 11,4062 
PTT-linear (ε=0,25 
β=0,1) 
0,1 3,3437 4,1562 
0,2 3,4687 4,5312 
0,3 4,1562 6,2187 
0,4 5,0312 7,6562 
0,5 5,9062 9,0312 
0,6 6,7812 10,3437 
0,7 7,5937 11,5937 
0,8 8,4062 12,8437 
  
Um ponto importante a tirar destes resultados é o facto de o comprimento de entrada 
baseado no valor da tensão normal axial ser superior ao comprimento obtido considerando 99% 
da velocidade analítica no eixo central.  
 De acordo com os resultados deste estudo, o aumento do parâmetro β origina uma 
diminuição do comprimento de entrada para o modelo Oldroyd-B, contudo tal efeito não é visível 
para PTT simples. No caso do parâmetro ε, para o PTT simples, o seu aumento não tem um 
resultado tão claro. Para o comprimento de entrada baseado nas tensões, o seu aumento resulta 
numa descida do Leτxx até ε=0,1, sendo que depois parece ser independente deε. Para o 
comprimento de entrada baseado na velocidade, o aumento de ε resulta numa diminuição de Leu 
até ε=0,4 sendo que depois há um aumento do comprimento de entrada até ε=1. A influência destes 
parâmetros foi medida para escoamento de inércia desprezável (creeping flow). 
 A variação do comprimento de entrada com o número de Reynolds também foi estudada, 
como se pode ver na Figura 4. O comprimento de entrada apresenta três inclinações diferentes 




(a)                                                                                    (b) 
  
 No trabalho efetuado por Barbosa (2012), foi analisado o comprimento de entrada para os 
modelos UCM e Oldroyd-B. 
 Os valores obtidos em creeping flow são algo diferentes dos obtidos por Yapici et al. 
(2012), apesar de neste ter sido estudado para β=0,11 como podemos ver na Tabela 3. 
 
Tabela 3- Resultados obtidos por Barbosa (2005) para creeping flow 
 De Leu 
Oldroyd-B (β=0,11) 
0,1 0,4618 
0,2 0,2541 0,7692 
0,3 0,1986 1,0279 
0,4 0,1816 1,2722 
0,5 0,1773 1,5209 
0,6 0,1781 1,7731 
 
 O aparecimento de outro ponto onde o critério escolhido para a definição de comprimento 
de entrada também se verifica tem a ver com a existência de um overshoot na velocidade. No 
desenvolvimento do escoamento o valor da velocidade no eixo central ultrapassa a velocidade na 
zona desenvolvida e por isso o valor da velocidade será 99% do valor analítico em duas situações.  
Figura 4 - Resultados obtidos por Yapici et al. (2012) para a) modelo Oldroyd-B para De=0,5 e β=0,1 b) modelo PTT linear para De=0,8 β=0,1 e ε=0,25. As 
linhas a cheio representam o ajuste obtido nesse estudo. 




Este fenómeno acontece também para escoamento inercial. Em alguns casos, observou-se 
que o desenvolvimento da velocidade no eixo apresenta uma oscilação em torno da velocidade 
desenvolvida. Podemos ver esta oscilação na Figura 5. 
 
Os valores obtidos nesse estudo para escoamento inercial estão apresentados nas Figura 6 
e Figura 7. Em ambos os modelos verifica-se que quanto maior é o número de elasticidade 
(El=De/Re), menor é o valor do número de Reynolds para o qual obtemos o mesmo valor de 
comprimento de entrada. No caso do modelo Oldroyd-B, um facto importante a reter é de que os 
resultados mostram que com o aumento do valor de β de 0,11 para 0,5, existe uma diminuição no 
comprimento de entrada tanto para Leτxx e Leτxy como para Leu. Este facto vai contra o que foi 
apontado acima por Yapici et al. (2012). 














Figura 7- Resultados obtidos por Barbosa(2005) para modelo UCM para  escoamento inercial em função de a) número de Reynolds b) número de Débora 
Figura 6 - Resultados obtidos por Barbosa(2005) para modelo Oldroyd-B para escoamento inercial em função de a) número de Reynolds b) número 
de Débora. 
 




3. Fluidos não-newtonianos 
  
No caso de fluidos newtonianos, em escoamentos de corte simples, a relação entre tensão 
e gradiente de velocidade é dada pela equação (12), onde o coeficiente de proporcionalidade 𝜂 é 
uma constante e o fluido não exibe outras componentes de tensão. 
𝜏𝑥𝑦 = 𝜂γ̇ (12) 
 A viscosidade em fluidos newtonianos não varia com a taxa de deformação, oferecendo 
por isso uma relação de proporcionalidade entre τxy e γ̇. 
 Contudo, a maior parte dos fluidos não segue esta lei, sendo por isso denominados de 
fluidos não-newtonianos. Fluidos como o sangue, lamas, leite, polímeros e muitos outros fazem 
parte deste grupo de fluidos.  
 Ao contrário do que se passa com os fluidos newtonianos, a viscosidade dos fluidos não-
newtonianos depende fortemente da taxa de deformação e apresentam também tensões normais 
(τxx , τyy , τzz) não nulas e diferentes entre si em escoamentos de corte simples e estacionários entre 
placas paralelas, o que não se verificava nos fluidos newtonianos. Isto acontece principalmente 
porque os fluidos não-newtonianos apresentam moléculas de elevado peso molecular com muitos 
graus de liberdade internos. 
 Algumas experiências ajudam a compreender qualitativamente estas diferenças. 
a) Viscosidade dependente da taxa de deformação. 
Esta experiência, exposta na Figura 8, começa com dois tubos com fluidos diferentes. Um 
com fluido newtoniano (N), e o outro com um fluido não-newtoniano, polimérico (P). Estes fluidos 
são escolhidos para que tenham a mesma viscosidade a taxas de deformação muito baixas. Este 
critério pode ser satisfeito deixando cair duas pequenas esferas (com densidade muito maior que 
os fluidos, para que a diferença de densidade entre eles seja desprezável) e garantido que ambas 
caem à mesma velocidade. 
De seguida, abrindo os tubos na parte inferior, permite-se que os fluidos abandonem os 
tubos por ação da gravidade. Caso ambos os fluidos fossem newtonianos, o facto de a esfera ter 
caído à mesma velocidade em ambos, significaria que ambos teriam a mesma viscosidade e assim 
sendo, os fluidos demorariam o mesmo tempo a sair do tubo quando a parte inferior fosse aberta. 
Contudo isto não se verifica, caso um deles seja não-newtoniano. 
A viscosidade do fluido não-newtoniano varia com a taxa de deformação e assim sendo, o 
aumento da taxa de deformação nesta experiência durante a saída do fluido, altera a sua 
viscosidade. Caso demore mais tempo do que o fluido newtoniano a escoar, significa que a sua 
viscosidade aumentou com o aumento da taxa de deformação, tendo este fluido um comportamento 
reo-espessante. Caso seja mais rápido do que o fluido newtoniano a abandonar o tubo, significa 
que a viscosidade diminuiu e o seu comportamento é reo-fluidificante. 
Existem ainda fluidos que apenas escoam quando atua sobre eles uma tensão de corte 




Figura 8- Esquema da experiência para testar variação da viscosidade com a taxa de deformação. Na parte a) deixa-se cair uma esfera para 
garantir viscosidade igual a baixas taxas de deformação e na parte b) abre-se a parte inferior e observa-se quanto tempo demora o fluido a 
abandonar o tubo. Tubo N tem fluido newtoniano e o tubo P tem um fluido polimérico, não-newtoniano. Bird et al. (1987) 
 
b) Aparecimento de tensões normais. 
 
Uma experiência simples que pode exemplificar a existência de tensões normais nos 
fluidos não-newtonianos é a de colocar um cilindro em rotação num recipiente com fluido 
newtoniano e noutro com um fluido não-newtoniano. 
No primeiro caso, devido às forças centrífugas, o fluido vai-se afastar do centro criando 
uma depressão junto ao cilindro, como se pode ver na Figura 9. Pelo contrário no caso do fluido 
não-newtoniano este move-se para o centro e pode inclusivamente subir o cilindro. Isto é possível 
devido às tensões normais que estão no sentido contrário ao das forças centrífugas. Contudo, este 
fenómeno apenas ocorre quando as forças centrífugas são relativamente baixas. 
Figura 9- Experiência para demonstrar tensões normais, onde se coloca um fluido a rodar por ação de um eixo 
rotativo. A letra N representa um fluido newtoniano e a letra P um fluido polimérico, não-newtoniano. Bird et al. 
(1987) 




3.1. Fluidos Viscoelásticos 
 
 Os fluidos a serem estudados nesta tese são fluidos viscoelásticos, que apresentam um 
comportamento elástico para além do comportamento viscoso característico dos fluidos. Assim 
sendo, estes fluidos não só dissipam energia como também a podem armazenar devido a esta 
componente elástica. 
 A principal característica dos fluidos viscoelásticos é a existência de um tempo de 
relaxação e retardação, assim como o desenvolvimento de tensões normais em escoamento de corte 
estacionário. Quando um fluido puramente viscoso é sujeito a uma tensão, a sua resposta é 
instantânea, dada a ausência de propriedades elásticas. Por outro lado, no caso de um fluido 
viscoelástico, a sua capacidade de armazenar energia origina um atraso na resposta à tensão. 
 Veremos na secção seguinte, onde se exploram as equações constitutivas, a prova de que 
nestes fluidos as tensões dependem não só do comportamento atual do fluido mas também na 
história do escoamento. 
 Para compreender esta memória existente nos fluidos viscoelásticos, podemos recorrer a 
uma experiência bastante simples que exemplifica este comportamento. Colocando um fluido entre 
dois discos paralelos, em que o inferior é fixo e o superior é rodado, por exemplo 90˚ como 
acontece na Figura 10, a observação da resposta do fluido fornece informação sobre o seu tipo. 
 Para um fluido puramente viscoso, após terminada a rotação do disco superior, este mantem 
a sua posição imóvel, ignorando os possíveis efeitos inerciais (para garantir isso utiliza-se um 
fluido com viscosidade elevada). No caso do fluido viscoelástico, por seu lado, o disco retrocede 
parcialmente. Para um material perfeitamente elástico, observa-se uma recuperação da energia 
armazenada e o disco superior volta à sua posição inicial. 
 Contudo, contrariamente a um sólido, a memória dos fluidos viscoelásticos é evanescente, 
isto é, eventualmente perde-se. Por exemplo se depois da rotação se mantiver o disco superior na 
posição final através da aplicação de uma força externa durante um longo tempo, o disco deixará 
de retroceder quando for libertado. Isto porque a memória da posição inicial foi perdida pelo 




Outra experiência onde a relaxação das tensões está presente, esta com mais importância a 
nível industrial, é a dilatação do extrudido. 
Um fluido que sai de um capilar de diâmetro D para a atmosfera, cria um jato de diâmetro 
De. De acordo com Bird et al. (1987), este De está entre ±13% de D para fluidos newtonianos. No 
caso dos fluidos viscoelásticos, dada a existência de tensões normais que quando o fluido sai para 
atmosfera já não conseguem ser suportados, o efeito elástico origina uma contração axial e 
expansão radial que dá origem a um De que pode chegar a ser 3 vezes o valor de D. 
 
 
Figura 10 - Representação da experiência que explica comportamento viscoelástico. No caso c) material puramente elástico, em d) fluido viscoelástico e 
em e) um fluido viscoso. Alves(2004) 
Figura 11- Experiência da dilatação do extrudido. Bird et al. (1987). 




A avaliação da elasticidade de um fluido pode ser feita utilizando o número adimensional 
de Débora, equação 13. Este número representa o quociente entre o tempo de relaxação do fluido 
e um tempo característico do escoamento. Ao longo deste trabalho consideraremos o tempo 
característico como a razão entre a velocidade média e um comprimento característico. Por 
exemplo, no caso do escoamento entre placas paralelas, o comprimento é considerado a distância 










 Para 𝐷𝑒 → 0, o fluido é inelástico, e para 𝐷𝑒 →∞, estamos na presença de um 
comportamento perfeitamente elástico. 
 
 
3.2. Modelos Constitutivos 
 
3.2.1. Modelo UCM 
 
O primeiro modelo a tentar combinar estes efeitos viscosos e elásticos foi desenvolvido 
por Maxwell (1867), pois ele acreditava que os gases se comportavam como viscoelásticos Bird 
et al. (1987). 
 Maxwell partiu de um sistema com analogias mecânicas, considerando uma mola 
(representativa do comportamento elástico) e um dissipador viscoso (representativo do 
comportamento viscoso) em série (os elementos em paralelo dão origem ao modelo de Kelvin-
Voigt (Sibley, 2010)), como se pode observar na Figura 12. 
 
  
A mola satisfará a lei de Hooke, com constante k, e o dissipador representa um elemento 
viscoso ideal com viscosidade 𝜂𝑝. Assim teremos: 
𝜎𝑒 = 𝑘𝛾𝑒 (14) 
𝜎𝑣 = 𝜂𝑝𝛾?̇? (15) 
  
onde os índices e e v representam respetivamente a resposta elástica e viscosa. Dado que os 




Figura 12 - Modelo mecânico análogo ao modelo de Maxwell. Ferrás (2012) 
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𝛾 = 𝛾𝑒 + 𝛾𝑣 (16) 
𝜎 = 𝜎𝑒 = 𝜎𝑣 (17) 
 







onde 𝜆 representa 𝜂𝑝/𝑘 e é um tempo característico do fluido. A equação 18 pode-se tornar mais 
geral tomando σ como tensor das tensões. 









] ?̇?(𝑡′) 𝑑𝑡′ 
(19) 
  
 Esta equação reflete que a tensão no tempo t, depende não só da taxa de deformação no 
tempo t mas também em todos os tempos anteriores t’. Isto representa a característica dos fluidos 
viscoelásticos, já referida anteriormente, de possuírem uma espécie de memória. Neste caso 
percebe-se que essa “memória” evolui exponencialmente. Assim, existe um decaimento na 
influência das taxas de deformação à medida que retrocedemos no tempo. O momento 
imediatamente anterior a t tem uma influência exponencialmente mais importante que os 
momentos anteriores. 
 Em 1950, Oldroyd (Oldroyd 1950) desenvolveu uma série de princípios que uma equação 
constitutiva deveria seguir. 
 Para que a equação de Maxwell não violasse estes princípios foi necessário alterar a 
derivada em ordem ao tempo. Utilizando a derivada convectiva superior, obtemos finalmente o 
modelo convectivo superior de Maxwell (UCM – Upper Convective Maxwell). A derivada 





+ ∇. 𝒖𝝈 − 𝝈. ∇𝒖 − (∇𝒖)𝑇. 𝝈 
(20) 
 
 Assim sendo o modelo UCM, pode-se definir como: 










3.2.2. Modelo Oldroyd-B 
 
O modelo Oldroyd-B adiciona ao modelo de Maxwell a contribuição de um solvente 
viscoso.  
Partindo novamente de um modelo mecânico análogo, adicionando ao modelo da Figura 
12, um dissipador viscoso em paralelo com viscosidade 𝜂𝑠, chega-se ao modelo de Jeffreys(1924), 




Seguindo a mesma lógica que no modelo de Maxwell, tem-se: 
𝜎 = 𝜎𝑠 + 𝜎𝑣 (22) 
𝜎𝑠 = 𝜂𝑠?̇? = 𝜂𝑠(?̇?𝑠 + ?̇?𝑣) (23) 
 
Assim, considerando η0=𝜂𝑠 + 𝜂𝑝 e substituindo as derivadas temporais pelas derivadas 
convectivas superiores, chega-se ao modelo Oldroyd-B: 





Ambos os modelos prevêm que a segunda diferença de tensões normal (𝜏𝑦𝑦 − 𝜏𝑧𝑧) seja 
nula. Mais ainda, ambos os modelos permitem que as moléculas do fluido tenham uma extensão 
infinita entre elas, dado que seguem o modelo de dumbell linear. Assim, para resolver estes dois 





Dissipador viscoso - solvente 
Mola Dissipador 
viscoso 
Figura 13 - Modelo mecânico que representa o modelo de Jeffreys. Ferrás (2012) 
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3.2.3. Modelo Phan-Thien Tanner (PTT) 
 
O modelo de PTT foi derivado a partir da teoria de redes moleculares por Phan-Thien and 
Tanner (1997). Este modelo depende do primeiro invariante do tensor das tensões - o somatório 
das tensões normais – e a equação constitutiva pode ser escrita da seguinte maneira: 
𝝈 = 𝝈𝑝 + 𝝈𝑠 (25) 
𝝈𝑠 = 𝜂𝑠(∇𝒖 + (∇𝒖)
𝑇) (26) 
𝑓(𝑡𝑟𝝈𝑝)𝝈𝑝 + 𝜆𝝈?̌? +
𝝃
2
𝜆(?̇?. 𝝈𝑝 + 𝝈𝑝. ?̇?) = 𝜂𝑝?̇? 
(27) 
 
Onde o índice s representa o solvente, e p o polímero. 
A função f(trσ) pode na forma linear, equação (28) ou exponencial, equação (29): 











Ao longo deste trabalho será utilizada a versão linear dada a sua simplicidade. Existe 
também uma forma quadrática, mas que é raramente utilizada 
O parâmetro ε é um parâmetro do modelo que representa a limitação da extensão das 
moléculas de uma maneira inversamente proporcional. Quando ε=0 e β=0 o modelo UCM é 
recuperado e a extensão das moléculas fica ilimitada. O parâmetro ξ  representa o escorregamento 
entre as moléculas relativamente ao meio contínuo. 
Quando ξ=0 o modelo é denominado de PTT simples, ou sPTT, e prevê uma segunda 
diferença de tensões normais nula, ao passo que quando ξ toma um valor não-nulo o modelo é o 
PTT completo. 
Este modelo não só resolve o problema da extensão infinita entre as moléculas, como 
também prevê a segunda diferença das tensões normais não nula (modelo completo), que vai de 
encontro aos resultados experimentais. 
 
3.2.4. Modelo Giesekus 
 
O modelo de Giesekus (1982)  prevê que o tempo de relaxação de uma molécula é alterado 
de acordo com a orientação de moléculas vizinhas. Assim, o comportamento de relaxação torna-
se anisotrópico.  
A equação constitutiva é: 
𝝈 = 𝝈𝑝 + 𝝈𝑠 (30) 




𝝈𝑠 = 𝜂𝑠(∇𝒖 + (∇𝒖)
𝑇) (31) 
𝝈𝑝 + 𝜆𝝈?̌? +
𝛼𝜆
𝜂𝑝
𝝈𝑝. 𝝈𝑝 = 𝜂𝑝?̇? (32) 
 
Na equação (32), α é o parâmetro de mobilidade, que varia entre 0 e 1 e representa a 
magnitude da fricção anisotrópica. Quando α=0, o tempo de relaxação volta a ser isotrópico e o 
modelo UCM é recuperado. Para valores intermédios de α o modelo de Giesekus ajusta-se a 
escoamentos de corte simples melhor que as outras equações constitutivas diferenciais Peters et 
al. (1999). 
Este modelo prevê um comportamento reo-fluidificante, com a viscosidade a diminuir à 
medida que a taxa de deformação aumenta. Da mesma maneira que o modelo PTT completo, este 










































































4. Soluções analíticas 
 
 O objetivo desta secção é de apresentar as soluções analíticas para os diferentes 
escoamentos e modelos constitutivos a serem estudados, e que são relevantes para a validação do 
método numérico. 
4.1. Equações governativas 
  Os escoamentos a analisar serão todos escoamentos de Poiseuille desenvolvidos, o que 
significa que a força motriz do escoamento é um gradiente de pressão constante entre o início e o 
fim do escoamento e o fluido é incompressível, isto é, a massa volúmica é constante. Assim, as 
equações que governam os escoamentos a analisar são a equação da continuidade, (33), – 
conservação de massa - as equações da quantidade de movimento, (34-36), e as equações 
constitutivas reológicas do fluido, que variam de acordo com o modelo escolhido. Considerando 






















































































 Estas equações estão escritas num sistema de coordenadas cartesianas. Contudo para 
geometrias circulares o sistema de coordenadas cilíndricas facilita a análise. Assim sendo as 































































































































 Para resolver as equações acima descritas, é necessário uma equação que relacione o tensor 
das tensões e o campo das velocidades. Para isso são necessárias as equações constitutivas. 
  
4.2. Placas paralelas 
 
 A primeira geometria a analisar é a de placas paralelas distanciadas de H entre si. 
Considera-se que o escoamento se dá na direção x, como se pode ver na Figura 14. Na direção z 
as placas são consideradas infinitas e assim não existem gradientes nessa direção e o problema 





 Assumindo a condição de não deslizamento, a velocidade nas paredes tem de ser nula. 
Assim sendo, considerando estas condições de fronteira e assumindo escoamento completamente 
desenvolvido, da equação da continuidade podemos retirar que uy=0. 
 
4.2.1. Caso newtoniano 
 
 No caso newtoniano, pode-se escrever a equação de conservação da quantidade de 








 Integrando duas vezes e aplicando as condições de fronteira 
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= 0  para y=0 e u(h)=0 , 
obtém-se o perfil de velocidades: 
Figura 14- Perfil de velocidades para um escoamento entre placas paralelas. Ferrás (2012) 











 Da equação (42), verifica-se que o perfil de velocidades depende do gradiente de pressão 
em x. Contudo, nas simulações numéricas a executar ao longo deste trabalho, este gradiente não é 
definido mas sim a velocidade média do escoamento. Assim sendo é necessário obter uma relação 
entre estas duas grandezas. 
 Tal é conseguido através do cálculo da velocidade média, através da integração do perfil 



















 Sabendo o valor da velocidade média, que é imposto, pode-se então calcular o gradiente 
de pressões necessário para garantir essa velocidade e obter finalmente o perfil de velocidades. 
Esta metodologia será utilizada para todos os modelos. 
  
4.2.2. Modelo UCM 
 
 No caso do modelo UCM, o perfil de velocidades é igual ao obtido no fluido newtoniano, 
contudo, existem tensões normais.  
















 Sendo o escoamento em regime permanente, o primeiro termo do lado direito é nulo. A 
única velocidade não nula é a velocidade na direção x, contudo, visto que se considera escoamento 












= 0 (46) 
𝜏𝑥𝑦 − 𝜆𝜏𝑦𝑦 = 𝜂𝑝
𝜕𝑢
𝜕𝑦
  (47) 
𝜏𝑦𝑦 = 0 (48) 
 
   
4.2.3. Modelo Oldroyd-B 
 
 Para o fluido que segue o modelo Oldroyd-B, a solução da equação constitutiva para esta 










𝜏𝑥𝑦 − 𝜆𝜏𝑦𝑦 = 𝜂0
𝜕𝑢
𝜕𝑦
  (50) 
𝜏𝑦𝑦 = 0 (51) 
 
 O valor de 𝜏𝑥𝑥 parece à primeira vista diferente do anterior mas substituindo 𝜆𝑟 pela 
definição e 𝜏𝑥𝑦 pela equação (50) tem-se que: 







 A equação (52) é equivalente à obtida pelo modelo UCM. Isto acontece porque o valor das 
tensões no modelo Oldroyd-B é dado pela soma da contribuição polimérica e do solvente 
newtoniano. Não sendo o solvente elástico, a tensão normal é nula dado que esta tensão é uma 
manifestação de elasticidade. Assim sendo o valor da tensão normal é igual ao dado pelo modelo 
UCM. 
 Relativamente ao perfil de velocidades, é igual ao perfil newtoniano, mudando apenas o 








4.2.4. Modelo Phan-Thien-Tanner 
 
 Como já foi referido anteriormente, utilizaremos o modelo simples com a função linear do 















 Da equação (55), retiramos que ou 𝜏𝑦𝑦 ou 𝑓(𝜏𝑘𝑘) é zero. Se a função do traço for zero isso 
conduz a resultados irrealistas (Oliveira e Pinho (1999)). Assim, 𝜏𝑦𝑦 tem de ser zero. 
 Da equação da quantidade de movimento na direção x e, sabendo que 𝜏𝑥𝑦 tem de ser nulo 






 Após algumas manipulações matemáticas que podem ser exploradas em Oliveira e 





















 Novamente, verifica-se que a velocidade depende do gradiente de pressões.  
 De acordo com Oliveira e Pinho (1999), para saber o gradiente de pressões para uma 
determinada velocidade média, é mais simples considerar a velocidade adimensional 𝑢(𝑦)/?̅?.

















onde 𝑢𝑁̅̅̅̅  representa a velocidade média para um escoamento de um fluido newtoniano sujeito ao 
mesmo gradiente de pressão e é igual à equação (44). Resolvendo a equação (58) pelo teorema de 







𝛼 = 27𝑏 + 4;  𝛽 = 33/2𝑏1/2;  𝛿 = 𝛼1/2 + 𝛽 (61) 
 
 Substituindo 𝑢𝑁̅̅̅̅  pela definição, consegue-se obter uma relação entre o gradiente de pressão 
e a velocidade média. 
 
4.2.5. Modelo Giesekus 
 
 Considerando as condições do escoamento, a equação constitutiva do modelo de Giesekus 


























2) = 0 (64) 
 




 e do tensor das tensões em 𝝉∗ = 𝐷𝑒
𝐻
𝑈𝜂
𝝉. Definindo ainda 𝜑 = 2𝛼𝐷𝑒
𝑑𝑝
𝑑𝑥
, Yo Choi (1989) 







𝜑𝑦[1 ± (2𝛼 − 1)√1 − 𝜑2𝑦2]





(−1 ± √1 − 𝜑2𝑦2)
2𝛼
 (66) 










𝛼(2𝛼 − 1 ± √1 − 𝜑2𝑦2)
 (67) 
 
 De acordo com Yo Choi(1989) a resolução deste sistema de equações e a aplicação das 





{[1 − 2(2𝛼 − 1)2] ln
2𝛼 − 1 + √1 − 𝜑2𝑦2
2𝛼 − 1 +√1 − 𝜑2
+(2𝛼 − 1) (√1 − 𝜑2𝑦2
−√1 − 𝜑2)
+ 4𝛼(2𝛼 − 1)(1 − 𝛼) (
1
(2𝛼 − 1) + √1 − 𝜑2𝑦2
−
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 Novamente, observa-se a dependência da velocidade com o gradiente de pressão. Assim 
sendo é necessário calcular a velocidade média. O integral da equação (68) é feito numericamente 




4.3. Condutas circulares 
 
 No caso da geometria de condutas circulares, o escoamento é semelhante ao anterior, 
novamente bi-dimensional. Neste caso utiliza-se coordenadas cilíndricas para facilitar a análise. O 
escoamento é na direção z e dado que estaremos a trabalhar com escoamento desenvolvido, apenas 
existe gradiente de velocidade na direção radial. O raio da conduta é R. 
 
4.3.1. Fluido newtoniano 
 
 Simplificando a equação da quantidade de movimento para fluidos newtonianos na direção 












 Integrando duas vezes e aplicando as condições de fronteira
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟
= 0 para r=0 e u(R)=0 






(𝑟2 − 𝑅2) (70) 
 Seguindo o mesmo raciocínio que no capítulo anterior, é necessário encontrar uma relação 

















4.3.2. Modelos UCM e Oldroyd-B 
 Para estes modelos, como já vimos anteriormente a solução do perfil de velocidades é igual 
à do fluido newtoniano, alterando apenas 𝜂 para 𝜂𝑝 no modelo UCM e para 𝜂𝑜 no modelo Oldroyd-
B.  
 A tensão normal, 𝜏𝑧𝑧, existe nestes modelos, ao contrário do caso newtoniano, mas o seu 























5. Método numérico 
 
 Durante este trabalho, para a resolução das equações governativas do escoamento, foi 
utilizado um programa de simulação numérica de escoamentos disponibilizado pelo Centro de 
Estudos de Fenómenos de Transporte (CEFT) e que tem como base o método dos volumes finitos. 
Este programa baseia-se no método desenvolvido por Oliveira et al. (1998), brevemente explicado 
nesta secção. 
 A malha utilizada neste método é uma malha colocada não ortogonal para permitir o 
desenvolvimento de geometrias complexas, o que não seria possível com malhas ortogonais 
cartesianas, que apenas permitem geometrias com fronteiras ortogonais. 
 No método de volumes finitos, o domínio computacional é dividido em células com 6 faces 
e as equações diferenciais são integradas em cada célula. O número de células depende do nível 
de refinamento que se pretende. A célula onde está a ser efetuada a integração é definida por célula 
P e as células vizinhas são definidas utilizando uma notação geográfica, como se pode ver na 
Figura 15, Oeste (O), Este (E), Norte (N), Sul (S), Topo (T) e Baixo (B). 
 
Figura 15- Volume de controlo elementar. Cavadas (2008) 
 
As malhas designam-se como desfasadas quando a pressão tem de ser calculada numa outra 
malha (desfasada da primeira) para garantir o acoplamento entre os campos de pressão e de 
velocidade. Neste código, as malhas são colocadas, isto é, todas as variáveis são calculadas no 
centro das células e, para garantir o acoplamento pressão-velocidade, utiliza-se um processo de 
interpolação especial para as velocidades que será referido abaixo. 
 
5.1. Discretização das equações 
 
 Os valores das variáveis φ= 𝑢𝑖 , 𝜏𝑖𝑗  são armazenados no centro das células computacionais. 
A discretização é feita utilizando as diferenças centrais, isto é, usando interpolação linear para 
avaliar valores das variáveis em locais onde estes não estão armazenados, por exemplo, nas faces 
das células. Contudo, tal não acontece nos termos convectivos.  
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Dado que estes termos afetam a distribuição da quantidade transportada na direção do 
escoamento, é necessário outro esquema para verificar esta condição pois as diferenças centradas 
introduzem influência em todas as direções. 
 Normalmente é utilizado o esquema de montante convectivo (Upwind Differencing 
Scheme, UDS), onde o valor de uma variável convectiva na face de uma célula é igual ao valor no 
centro da célula imediatamente a montante. Este esquema apresenta precisão de primeira ordem e 
pode apresentar problemas de difusão numérica. Daí que se possa também utilizar o esquema de 
montante convectivo linear (Linear Upwind Differencing Scheme, LUDS), que segue o mesmo 
princípio que o UDS, mas onde o valor da variável é obtido por extrapolação entre os valores nas 
duas células a montante. 
No código utilizado neste trabalho, optou-se por usar o esquema de alta resolução 
CUBISTA, desenvolvido por Alves et al. (2003), que é mais adequado ao estudo de escoamentos 
complexos como são os dos fluidos viscoelásticos. 
5.2. Equação da continuidade 
 




= 0 (73) 
onde Ff representa o fluxo mássico que sai da face f e o somatório é feito nas 6 faces da célula. 
Este fluxo apresenta um valor positivo se abandona a célula e negativo se entra. Como referido 
anteriormente, a velocidade é calculada no centro da célula, o que obriga a uma interpolação para 
ser calculada nas faces. Contudo, interpolação linear é desaconselhada visto que origina 
desacoplamento entre os campos de velocidade e pressão. Para evitar isto, utiliza-se uma 
interpolação sugerida por Rhie e Chow (1983). 
5.3. Equação da quantidade de movimento 
 








onde δt representa o passo temporal e 𝑢(𝑛)𝑖,𝑃 representa a velocidade calculada no tempo anterior. 
O coeficiente aF representa as contribuições de fluxo com células vizinhas. Na equação de 
quantidade de movimento não existem termos explícitos de difusão. Assim sendo, o termo aF 
representa apenas contribuições convectivas, 𝑎𝐹 =  𝑎𝐹
𝐶 . Seguindo o esquema UDS, o seu valor é 
calculado pela equação (75): 
 
𝑎𝐹
𝐶 = −min(𝐹𝑓 , 0) 
(75) 





O coeficiente central 𝑎𝑃 e o termo fonte, que inclui todas as contribuições não incluídas 







𝑆𝑢,𝑖 = 𝑆𝑢𝑖,𝑝 + 𝑆𝑢𝑖,𝜏 + 𝑆𝑢𝑖,𝐻𝑅𝑆 (77) 
 
 Os termos do lado direito da equação (77) referem-se aos termos fonte do campo de 
pressões, do campo de tensões e do esquema de alta resolução CUBISTA, desenvolvido por Alves 
et al. (2004), que é escolhido neste trabalho. 
De forma a dar mais estabilidade numérica ao cálculo e para que este seja válido em 
condições de inércia desprezável, onde os efeitos convectivos são desprezáveis, Oliveira et al. 































 Os termos adicionados artificialmente não introduzem difusão numérica quando estamos 
em regime permanente, porque, como se pode ver na equação (78), caso o valor da velocidade não 
dependa do tempo e a solução esteja convergida, os termos difusivos adicionados cancelam-se e a 
equação inicial, (74), é recuperada. 
5.4. Equação constitutiva 
 
 O método de discretização da equação constitutiva segue os mesmo princípios que a 
discretização da equação da quantidade de movimento. Os termos variam consoante a equação 














 Novamente, o termo 𝑎𝐹






𝐶  (82) 
onde 𝑎𝐹
𝐶, para o esquema UDS, é calculado da mesma maneira que anteriormente, equação (75). 
O coeficiente central 𝑎𝑝
𝜏 é calculado da seguinte maneira: 
𝑎𝑝








5.5. Algoritmo de cálculo 
 
 O processo de cálculo segue as seguintes fases, de forma sequencial e os três passos são 
feitos em todos os intervalos de tempo 𝛿𝑡. 
1. Resolver equação constitutiva discretizada, equação (81), para obtenção dos valores 
atualizados das tensões nos centros das células, 𝜏𝑖𝑗
∗, utilizando o campo de velocidade 
obtido no instante anterior. Os coeficientes, o termo inercial e o termo fonte são obtidos no 
instante anterior. 
2. Resolução da equação de quantidade de movimento fazendo uso das tensões calculadas no 
ponto anterior. Os valores obtidos das velocidades neste instante normalmente não 
satisfazem a equação da continuidade. Assim sendo, procede-se à correção das velocidades 
e do campo de pressões existente no termo fonte, para que os valores de velocidade e 
pressão atualizados satisfaçam as equações de continuidade e de quantidade de movimento. 
3. Verificar se o critério para a convergência foi verificado para regime permanente. O critério 
que vai ser utilizado neste trabalho é o de garantir que a norma dos resíduos de todas as 
equações seja inferior a 10-6. 
 
A resolução dos sistemas de equação lineares é feita através do método do bi-gradiente 
conjugado, para matrizes não-simétricas, ou através do método de gradiente conjugado simétrico, 










5.6. Condições de fronteira 
 
 Para as componentes de velocidade é necessário estabelecer condições de fronteira para 
entradas, saídas, paredes e planos de simetria. No caso das tensões, as equações são hiperbólicas, 
logo só é necessário condição de fronteira à entrada. 
 As condições de fronteira a utilizar ao longo deste trabalho são: 
 Entrada - A velocidade na direção do escoamento, u, é considerada constante à entrada com 
o valor de U. As outras componentes da velocidade, assim como as tensões são 
consideradas nulas. 
 Saída – A malha é considerada ter comprimento suficiente para garantir escoamento 
completamente desenvolvido. Assim sendo não são considerados gradientes na direção do 
escoamento, o que leva a que na saída os valores de velocidades e tensões sejam definidos 
como iguais aos dos centros das células imediatamente a montante. O mesmo acontece para 
o gradiente de pressão, que no caso de escoamento desenvolvido é constante. Assim, é 
efetuada uma extrapolação linear da pressão a partir do valor das duas células a montante. 
No capítulo de validação da malha, prova-se que esta consideração de escoamento 
desenvolvido à saída é válida. 
 Planos de simetria – Nestes casos os fluxos convectivos e difusivos na direção normal ao 
plano são nulos. Isto é conseguido através de regras de reflexão em células simétricas 
ficcionais resultando em condições de fronteira adicionais que podem ser analisadas em 
detalhe em Oliveira et al. (1998). 
 Parede – Nas paredes considera-se a condição de não-deslizamento, obrigando as 
velocidades junto às paredes a terem a mesma velocidade que esta. Ao longo deste trabalho, 
como apenas trabalharemos com escoamentos de Poiseuille, as velocidades junto às 







































































6. Validação do método numérico 
 
Este capítulo tem como objetivo validar o método numérico a utilizar ao longo deste 
trabalho. Para esta validação, comparou-se os resultados das simulações numéricas com algumas 
soluções analíticas existentes na literatura. Define-se também a incerteza associada com a malha 
escolhida para efetuar posteriormente as simulações. 
 
6.1. Escolha da malha a utilizar 
 
O modelo UCM é um dos modelos constitutivos para fluidos viscoelásticos de maior 
dificuldade de simulação numérica, apesar de matematicamente ser o mais simples. 
 Este fator deriva da extensão das moléculas neste modelo não estar limitada e poder por 
isso eventualmente tornar-se infinita dificultando bastante o processo de simulação deste modelo.  
 Sendo este modelo o mais exigente do ponto de vista numérico, uma malha que se 
considere suficientemente refinada para o modelo UCM, é também suficiente para os outros 
modelos, de mais fácil computação numérica. Por esta razão, neste trabalho, utilizou-se a malha 
definida por Barbosa (2012), Malha 2 da Tabela 4, cujo estudo se baseou no cálculo numérico do 
comprimento de entrada para o modelo UCM. O cálculo da incerteza foi feito utilizando todas as 
malhas da Tabela 4. 
 
Tabela 4 - Malhas definidas por Barbosa (2012) e utilizadas neste trabalho. 
 
Na geometria de placas paralelas, considerando as placas infinitas na direção z e a direção 
x como a direção do escoamento, as dimensões utlizadas são de 10 metros na coordenada x e 1 
metro na coordenada y. Para simplificação computacional, apenas se simula meia conduta, 
aplicando um plano de simetria a y=0,5 metros.  
A geometria de conduta circular tem de dimensões 10 metros na direção axial e 1 metro de 
diâmetro. A malha utilizada foi a mesma que no caso da geometria de placas paralelas, com o 
mesmo número de células e os mesmos fatores de compressão e expansão. Para efeitos de 
simplificações computacional, simulou-se apenas uma fração da conduta, considerando planos de 
simetria, e assumiu-se a forma de cunha, como se observa na Figura 17. 
Malha Nx Ny fx fy1 fy2 
1 50 10+10 1,05 1,1449 0,873438727 
2 100 20+20 1,02469 1,07 0,934579439 
3 200 40+40 1,01227 1,03441 0,966736488 
4 400 80+80 1,006116 1,017059 0,9832276 
40 
 
 As zonas mais críticas do cálculo são a zona de entrada (visto que o escoamento ainda não 
está desenvolvido), a zona junto à parede (onde existem os maiores gradientes de tensões e onde 
se obtêm as tensões para o cálculo do comprimento de entrada) e a zona do eixo central (zona onde 
é obtida a velocidade máxima a partir da qual se calcula o comprimento de entrada da velocidade). 
Tendo isto em consideração, dividiu-se o meio canal (devido ao plano de simetria 
explicado em cima) em dois blocos. O refinamento das zonas críticas de cálculo é possível através 
da aplicação de um fator de compressão no bloco superior na direção da parede e no bloco inferior 
na direção do eixo. Os dois blocos terão também um fator de compressão na direção da entrada do 
escoamento, como se pode ver na Figura 16. Estes valores estão identificados como fx e fy na 
Tabela 4. 
 




Figura 17 – Forma de cunha utilizada para a simulação de conduta circular 




Para avaliar o erro de simulações numéricas de acordo com a malha escolhida utiliza-se o 
método de extrapolação de Richardson (1908). Este método permite estimar com mais rigor, 
através de extrapolação, o valor da variável a calcular (∅), a partir desse valor obtido para um 
conjunto de malhas que sigam um refinamento consistente. (por exemplo, um conjunto de malhas 
onde o tamanho destas diminua consecutivamente para metade, 4h – 2h – h). Caso a malha não 
seja uniforme, este refinamento consistente obriga a alteração dos valores de compressão ou 
expansão. Caso se aumente para o dobro o número de células, diminuindo para metade o 
espaçamento entre elas, os novos fatores de compressão e expansão devem ser iguais à raiz 
quadrada do fator de compressão e expansão da malha anterior. Na Tabela 4, as malhas seguem 
este comportamento.  
 A diferença relativa entre o valor extrapolado e o valor obtido numa determinada malha, 
indicam a incerteza associada à utilização dessa malha. O cálculo da ordem de convergência (pc) 
















Os valores da incerteza relativo da Malha 2, da ordem de convergência e do comprimento 
de entrada extrapolado obtidos no estudo de Barbosa (2012) estão presentes na Tabela 5: 
 
Tabela 5- Valores obtidos por Barbosa(2012) na validação da malha para escoamento de inércia desprezável 
De Le(Malha1) Le(extrapolado) pc εr(%) 
0,1 0,4810 0,4711 1,91 2,05 
0,5 1,1636 1,1402 1,84 2,16 
1 2,2140 2,1630 1,85 2,30 
 
 As incertezas foram calculados para escoamento com inércia desprezável (Re≈0), daí que 
o número de Reynolds não tenha sido indicado. Podemos verificar que à medida que o número de 
Débora aumenta, o valor do erro relativo também aumenta, daí que para calcular o maior erro faça 
sentido este ser calculado para o valor de Débora mais elevado. Podemos também verificar que a 
ordem de convergência já está próxima de 2, o que vai de encontro ao esperado dado que o método 







6.2. Comparação de perfis de velocidade e tensão para placas paralelas 
 
 Fazendo uso das soluções analíticas obtidas na secção 4, pode-se, ao compará-las com 
perfis de velocidade e tensões obtidos por simulação numérica, aferir se a solução numérica obtida 
na malha escolhida está próxima dos resultados pretendidos. 
 Comparou-se os resultados das simulações numéricas obtidas com os perfis analíticos para 
o modelo PTT simples e Giesekus na geometria de placas paralelas. Os perfis são obtidos num 
plano perto da saída, para garantir escoamento completamente desenvolvido. Considera-se um 
plano ligeiramente afastado do final do canal para evitar efeitos de saída. O cálculo do gradiente 
de pressão foi efetuado seguindo o método referido na seção 4, considerando a velocidade média 
igual a 1 m/s.  
Na Figura 18 compara-se o perfil de velocidades para o modelo PTT simples para ε=0,01 
, De=0,5 e Re=5. Para os parâmetros considerados o erro relativo no ponto de velocidade máximo 
foi de 0,089%. Para a comparação da tensão normal, Figura 19, o erro para o valor máximo foi de 
0,193% e para a tensão de corte, Figura 20, o erro para o valor máximo foi de 0,096%. 
 
Figura 18- Comparação entre o perfil de velocidades simulado com o analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita para o 
























O perfil de velocidades é comparado, para o modelo Giesekus para α=0,2 , De=0,5 e Re=1, 
na Figura 21, e o erro relativo do valor máximo da velocidade é de 0,05%. O erro relativo para o 
valor máximo da tensão normal, Figura 22, é de 1,35% e para o valor máximo da tensão de corte, 
Figura 23, é de 0,18%. 
 
Figura 21 - Comparação entre o perfil de velocidades simulado e o analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita para o 



















































Figura 19 - Comparação entre o perfil de tensão normal simulado com o 
analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita para 
o modelo PTT simples, com ε=0,01 e De=0,5 
 
Figura 20 - Comparação entre o perfil de tensão de corte simulado com 
o analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita 
para o modelo PTT simples, com ε=0,01 e De=0,5 
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6.3. Comparação de perfis de velocidade e tensão para condutas circulares  
 
Para a geometria de conduta circular, os modelos analisados foram o modelo UCM e 
Oldroyd-B. Seguindo a mesma metodologia que anteriormente, comparou-se perfis de velocidade, 
tensão normal e tensão de corte. 
Na Figura 24, mostra-se a comparação entre o perfil de velocidades obtido numericamente 
e analiticamente para o modelo UCM para De=0,2 e Re=2, onde o erro relativo para o valor 
máximo da velocidade é de 0,077%. O erro relativo para o valor máximo da tensão normal, Figura 
25, é de 0,195%, ao passo que para a tensão de corte, Figura 26, o erro para o valor máximo é de 
0,092%. 
 
Figura 24- Comparação entre o perfil de velocidade simulado e o analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita para o 

















































Figura 23 - Comparação entre o perfil de tensão de corte simulado e o 
analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita 
para o modelo Giesekus com α=0,2 e De=0,5 
Figura 22- Comparação entre o perfil de tensão normal simulado e o 
analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita 
para o modelo Giesekus com α=0,2 e De=0,5 
 






O perfil de velocidades é comparado, para o modelo Oldroyd-B para β=0,11 , De=0,2 e 
Re=2, na Figura 27, e o erro relativo do valor máximo da velocidade é de 0,085%. O erro relativo 
para o valor máximo da tensão normal, Figura 28, é de 0,0018% e para o valor máximo da tensão 
de corte, Figura 29, é de 0,086%. 
 
 
Figura 27 - Comparação entre o perfil de velocidade simulado e o analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita para o 




















Figura 25- Comparação entre o perfil da tensão normal simulado e o 
analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita 
para o modelo UCM com De=0,2 
 
Figura 26- Comparação entre o perfil da tensão de corte simulado e o 
analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita 




































6.4. Comparação do comprimento de entrada para fluidos newtonianos 
 
Como já foi referido na secção 2, a definição escolhida para o cálculo do comprimento de 
entrada foi a de distância desde o início do escoamento até ao local onde este atingia 99% do valor 
da propriedade em estudo (por exemplo velocidade) de escoamento desenvolvido. Visto que na 
literatura se verificou que, para fluidos viscoelásticos, podem existir overshoots na velocidade, 
importa acrescentar à definição que tem de ser o local mais distante da entrada onde se atinge 99% 
do valor da propriedade de escoamento desenvolvido, dado este ser o ponto de maior relevo 
experimentalmente. Contudo, do ponto de vista teórico, é interessante saber onde e se ocorrem 
estes overshoots. 
Assim sendo, para obter todos estes pontos de interesse, o código desenvolvido para o 
cálculo do comprimento de entrada começa por obter o valor da propriedade perto da saída (não é 
exatamente neste local para evitar efeitos de saída) do escoamento, sendo este valor definido como 
o valor de referência. Para isto é importante que se possa considerar escoamento desenvolvido. De 
seguida, compara o valor da propriedade em células consecutivamente a montante – a partir da 
zona da saída - com o valor de referência até que a diferença relativa entre estes seja de 1%. 
Posteriormente a algumas extrapolações, este ponto é considerado o comprimento de entrada. Por 
último, para definir pontos como overshoot, o código compara o valor de referência com o valor 
em células consecutivamente a jusante, partindo do início da conduta. Quando o valor é igual ao 
valor de referência, esse ponto é armazenado como sendo de interesse. 
Para o caso das velocidades este processo é feito no eixo, enquanto que para as tensões, o 
cálculo é efetuado ao longo da parede 
 
Figura 28 - Comparação entre o perfil de tensão normal simulado e o 
analítico para escoamento desenvolvido. Esta comparação foi feita 
para o modelo Oldroyd-B com De=0,2 e β=0,11 
 
 
Figura 29 - Comparação entre o perfil de velocidade tensão de corte 
simulado e o analítico para escoamento desenvolvido. Esta 







































Para validar o processo de cálculo do comprimento de entrada, comparou-se os valores 
obtidos para um escoamento newtoniano com a correlação de Durst et al. (2005), exposto na Figura 
30 para placas paralelas. Esta comparação é feita para fluidos newtonianos pois é para estes que 
existe mais literatura e cujos resultados são mais coerentes. 
 
Figura 30 - Comparação entre o comprimento de entrada da velocidade obtido numericamente com o valor obtido pela correlação de Durst et al. 
(2005) para fluidos newtonianos 
 
 Esta análise foi feita para o comprimento de entrada das velocidades e verifica-se que os 
resultados obtidos estão de acordo com a correlação de Durst et al. (2005). A gama de números 
Reynolds escolhida foi sensivelmente a utilizada ao longo deste trabalho. 
 
6.5. Extrapolação pelo método de Richardson 
 O tempo de CPU médio (num computador com processador Ultra Dual-Core e velocidade 
2.50GHz) para uma simulação feita na malha mais refinada foi de aproximadamente 150 e 450 
horas para números de Débora baixos e altos respetivamente. Este valor ultrapassava as 500 horas 
quando o escoamento era de inércia desprezável. 
Para calcular a incerteza associada à escolha da malha, utilizou-se o método de Richardson 
(1908), como maneira de obter uma melhor estimativa do valor correto de Le, valor que será 
tomado como referência no cálculo desta incerteza. Esta incerteza foi calculada para a Malha 2, 
definida na Tabela 6.  













Numérico Correlação de Durst et al(2005)






2 100 20+20 1,05 1,1449 0,873438727 0,09758 0,012 
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 Como já foi referido anteriormente, a simulação do modelo UCM é a que traz mais 
problemas, sendo assim este cálculo, na geometria de placas paralelas foi feito para o modelo PTT 
com o parâmetro ε=0,01 para escoamento de inércia desprezável e De=1, visto ser a simulação 
mais próxima do modelo UCM feita para esta geometria e uma das de maior dificuldade de 
computação. Dado o tempo elevado de computação associado a escoamento de inércia 
desprezável, não se conseguiu simular a malha mais refinada, malha 4, utilizando-se então a Malha 
2 para cálculo da incerteza. 
 






Dos resultados da Tabela 7, verifica-se que a ordem de convergência é de 2,24 e o valor do 
comprimento de entrada extrapolado é por isso 2,632. A incerteza relativa associada à Malha 2 é 
por isso 10,16%. 
Para o caso de conduta circular, a incerteza foi calculada para o modelo UCM e ,visto não 
se ter calculado escoamento de inércia desprezável, para escoamento com De=0,25 e Re=0,025. 
Dos valores obtidos para as diferentes malhas, Tabela 8, a ordem de convergência obtida foi muito 
baixa. Assim sendo, e seguindo a metodologia de Roache (1997), considerou-se a ordem de 
convergência igual ao valor formal do algoritmo, isto é, 2. Com este valor, o comprimento de 
entrada extrapolado é 1,015 e a incerteza relativa associada à Malha 2 é de 21,5%. 








Apesar de se ter verificado que o método numérico apresentava bons resultados quando 
comparado com os perfis analíticos de velocidade, tensão normal e tensão de corte, a verdade é 
que o cálculo da incerteza do comprimento de entrada da velocidade, para a mesma, apresentou 
valores relativamente elevados. 




No entanto, é importante referir que os casos testados foram dos casos de maior dificuldade 
computacional e, por isso, onde o erro é maior. Para as outras simulações efetuadas, o erro é 
significativamente inferior. 
Mais ainda, os valores obtidos com a Malha 2 estão em erro por excesso, isto é, são 
superiores ao valor real. Dado que o interesse experimental do conhecimento do comprimento de 
entrada é saber a partir de que momento o escoamento está desenvolvido, o facto de o valor obtido 
ser superior ao real não é preocupante, podendo até esta incerteza funcionar como um coeficiente 
de segurança. 
 Tendo em consideração o que foi dito e os tempos de computação explicitados 
anteriormente, tomou-se a decisão de utilizar a Malha 2, apesar deste erro associado. Tendo em 
conta o tempo limitado para a execução deste trabalho, o uso de uma malha mais refinada não 
permitiria obtenção de um conjunto de resultados significativos que permitissem tirar conclusões 























































































Neste capítulo apresentam-se os resultados obtidos para a geometria de placas paralelas, 
onde se estuda o comprimento de entrada para os modelos PTT simples e Giesekus, e de conduta 
circular, onde são estudados os modelos Oldroyd-B e UCM. 
Como o número de simulações efetuadas neste estudo foi muito elevado (cerca de 5000), 
e para tornar a leitura deste capítulo mais fácil, este está divido pelas duas geometrias e no início 
de cada parte sumariam-se todas as simulações efetuadas através de uma tabela. Nesta tabela estão 
presentes as simulações efetuadas. 
As seções com resultados obtidos em geometrias diferentes estão divididas nos modelos 
analisados, onde se estuda o efeito dos diversos parâmetros no comprimento de entrada, o efeito 
da elasticidade, o efeito da viscosidade do solvente newtoniano e o efeito das constantes do 
modelo, assim como comportamentos específicos do modelo em estudo e dos fluidos 




O estudo do comprimento de entrada foi feito para o caso de inércia desprezável (Re=0) e 
inercial. Para este último, a variação dos números de Reynolds e Débora é importante. Assim 
sendo, optou-se por variar ambos fixando o número de elasticidade, El, definido como a razão 







 O efeito da adição de um solvente newtoniano também foi estudado através da variação do 
parâmetro β, definido pela equação (86), que representa a razão entre a viscosidade do solvente 







 A existência do solvente newtoniano altera ligeiramente a definição do número de 
Reynolds, pois o termo da viscosidade, passa a ser a soma da viscosidade do polímero e do 










 O comprimento característico, representado por D na equação (87), utilizado na definição 
do número de Reynolds e no número de Débora é igual à distância entre as duas placas na 
geometria de placas paralelas e é igual ao diâmetro no caso de condutas circulares. 
Para todas as simulações o valor de 𝜂𝑠 + 𝜂𝑝 é mantido igual a 1 Pa.s e a velocidade média 
é sempre definida como 1 m/s. 
Antes de proceder ao início dos cálculos foi necessário definir a gama de valores que dos 
números adimensionais – Re, De, β. No início da seção de cada modelo apresenta-se a gama 
escolhida destes números adimensionais.  
7.2. Placas paralelas 
 
As simulações efetuadas para a geometria de placas paralelas encontram-se na Tabela 9 e 
Tabela 10. 
Tabela 9 - Simulações efetuadas para o modelo PTT simples 
PTT simples 
 ε=0,01 ε=0,2 ε=0,3 ε=0,4 
 El=0,1 El=1 El=10 El=0,1 El=1 El=10 El=0,1 El=0,1 
β=0 X X X X X X X X 
β=0,11 X X X X X X   
β=0,5 X X X X X X   
β=0,9 X X X X X X   
 
Tabela 10 - Simulações efetuadas para o modelo Giesekus 
Giesekus 
 α=0,2 α=0,3 α=0,4 
 El=0,1 El=1 El=10 El=0,1 El=0,1 
β=0 X X X X X 
β=0,11 X X X   
β=0,5 X X X   









7.2.1. Modelo PTT simples 
 
Começa-se por avaliar o efeito que a variação do número de Reynolds e do número de 
Débora têm no comprimento de entrada da velocidade, representando as simulações para os três 
números de elasticidade para β=0 e ε=0,01 , Figura 31 e Figura 32. 
Figura 31 - Gráfico do comprimento de entrada em função do número de Débora para β=0 e ε=0,01 
 
 

































 Verifica-se que, mantendo o número de Débora constante, a diminuição do número de 
elasticidade – e consequente aumento do número Reynolds – resulta num aumento do 
comprimento de entrada. Contudo, à semelhança do que se viu para fluidos newtonianos, para Re 
baixos o comprimento de entrada é quase constante. Observa-se este comportamento na Figura 31, 
onde na passagem de El=10 para El=1 – números de Reynolds baixos, onde a difusão é dominante 
- se verifica uma diferença muito pequena, apenas significativa para valores de De mais altos. 
Analogamente, fixando o número de Reynolds, observa-se que o aumento de número de 
elasticidade – que resulta num aumento de De – leva a um aumento do comprimento de entrada. 
Novamente isto não acontece para Re baixos, onde o comprimento de entrada tende 
assimptoticamente para o mesmo valor. 
 
O efeito dos parâmetros De e Re em relação ao comprimento de entrada das tensões é 
semelhante ao verificado no comprimento de entrada da velocidade. O aumento de cada um, 
mantendo o outro constante, resulta num aumento do comprimento de entrada. Novamente, este 
efeito é menos significativo para os casos de Re mais baixos. 
Por exemplo, na Figura 34, comprimento de entrada da tensão normal para ε=0,2 e β=0, 
nota-se que, para o mesmo De, o aumento do número de elasticidade de El=1 para El=10, tem um 




Figura 33 – Gráfico com o comprimento de entrada da tensão de 
corte em relação a Reynolds para ε=0,2 e β=0. 
 
 
Figura 34 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão de corte 







































7.2.1.1. Efeito do parâmetro β  
 
Um aumento no valor do parâmetro β representa um aumento da influência do solvente 
newtoniano e por isso um comportamento mais parecido ao newtoniano. Este facto torna-se claro 
por análise da Figura 37, onde se verifica que o comprimento de entrada obtido para β=0,9 é 
bastante semelhante ao calculado pela correlação de Durst et al. (2005) para fluidos newtonianos. 
Da variação da velocidade ao longo do eixo para β=0,9 e ε=0,2 , Figura 38, observa-se que o seu 
valor para escoamento desenvolvido é muito próximo do newtoniano, 1,5 vezes o valor da 
velocidade média, e quase independente do valor de Débora.  
 
 
Figura 35 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão normal 




Figura 36 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão normal 


































Figura 38- Variação da velocidade ao longo do eixo da conduta para 
β=0,9 e ε=0,2. 
 
 
A variação do comprimento de entrada da velocidade com o parâmetro β pode ser feita por 
análise da Figura 39, onde se apresentam os resultados obtidos para El=0,1 e ε=0,01. 
Como esperado, dado o que foi visto na literatura, o deslocamento do comportamento para 
newtoniano, pelo aumento de β, origina valores de comprimento de entrada inferiores, como 
exposto na Figura 39. Este comportamento é verificado em todas as simulações efetuadas para esta 
gama de Re e De. Contudo, para números de Reynolds mais baixos – obtidos através do aumento 
do número de elasticidade – o comportamento é distinto, Figura 40. 
O aumento de β, ao deslocar o comportamento do fluido para um comportamento menos 
viscoelástico, diminui o efeito da elasticidade. Contudo, como visto anteriormente, a variação da 
elasticidade para valores de Re baixos é pouco significativa. Isto explica o que se verifica na Figura 
 
Figura 37 Gráfico do comprimento de entrada em função do número 
de Reynolds. A correlação é feita para fluido newtoniano e os valores 

























40, a baixa influência do aumento de β. A exceção a isto é o caso β=0,9 , onde o comportamento 












No caso do comprimento de entrada das tensões, por análise da Figura 41 e Figura 42 para 
o caso ε=0,2, verifica-se o mesmo efeito que para o comprimento de entrada da velocidade mas 
mais pronunciado.  
 Mesmo para El=10, no caso da tensão normal, verifica-se uma grande diminuição do valor 
do comprimento de entrada com o aumento de β. 













Beta=0 Beta=0,11 Beta=0,9 Beta=0,5
Figura 39 - Gráfico do comprimento de entrada em função do número de Reynolds e Débora para ε=0,01 , para El=0,1. 
 
 
Figura 40 - Gráfico do comprimento de entrada em função do número de Reynolds e Débora para ε=0,01 para El=10 
 
 




















7.2.1.2. Efeito do parâmetro ε 
 
O aumento do parâmetro ε no modelo PTT simples, representa uma diminuição na extensão 
possível das moléculas e um aumento do comportamento de reo-fluidificação. Para analisar o seu 
efeito no valor do comprimento de entrada, simularam-se 4 casos com valores ε (0,01;0,2;0,3;0,4) 
para El=0,1 e β=0.  
Da análise da Figura 43, verifica-se que o aumento do valor de ε resulta na diminuição do 
valor do comprimento de entrada. Este fator pode ser explicado pelo comportamento reo-
fluidificante que faz com que a velocidade desenvolvido no eixo seja mais baixa, ou seja, origina 
um perfil com uma parábola menos acentuada, o que torna o desenvolvimento mais rápido. 
 
Figura 41 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão de 




Figura 42 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão normal 
em relação a Débora e Reynolds para ε=0,2 e El=10. 
 








































Contudo, é notório que esta diminuição do valor do comprimento de entrada é muito menos 
significativa quando se passa de ε=0,2 para ε=0,3 ou ε=0,4. Isto porque ε=0,01 é muito próximo 
de um fluido UCM, onde já não existe reo-fluidificação. Ainda assim, na gama mais alta de ε 
verifica-se a diminuição do comprimento de entrada, apesar de muito pequena. 
A partir de certo ponto, as três curvas da Figura 43, para ε=0,2 , ε=0,3 e ε=0,4 seguem um 
comportamento linear com o mesmo declive. Um aumento de 1 no número de Débora origina um 
aumento perto de 2 no comprimento de entrada, ao passo que no caso do número Reynolds para o 
mesmo aumento é necessário que este número seja aumentado em 10. 
 
Para o comprimento de entrada das tensões de corte e normal, verifica-se que o seu valor 
varia pouco significativamente com a alteração de ε entre ε=0,2 , ε=0,3 e ε=0,4. Apenas no caso 
de ε=0,01 , se verifica uma variação importante no comprimento de entrada. 
Contudo, esta variação é diferente consoante a tensão a analisar. Para a tensão de corte, 
ε=0,01 apresenta valores de comprimento de entrada inferiores, Figura 45, enquanto para a tensão 
normal, apresenta valores superiores, Figura 44. 















epsilon=0,3 epsilon=0,4 epsilon=0,2 epsilon=0,01







 Na literatura analisada verificou-se que, para fluidos viscoelásticos, é possível o 
aparecimento do fenómeno de overshoot no desenvolvimento da velocidade. 
Quando ocorre o overshoot, a velocidade ultrapassa o valor de escoamento desenvolvido 
ainda na zona de desenvolvimento, originando um pico de velocidade. Posteriormente a velocidade 
aproxima-se assimptoticamente do valor de escoamento desenvolvido a partir de valores 
superiores. Quando não existe overshoot, esta aproximação é feita a partir de valores inferiores. 




Figura 44 – Gráfico com o comprimento de entrada da tensão normal 





Figura 45  – Gráfico com o comprimento de entrada da tensão de 
corte em função de Débora e Reynolds para El=0,1 e β=0 
 
 










































Figura 46 Variação da velocidade ao longo do eixo para ε=0,2 e para β=0. 
 
Verifica-se desde logo pela análise da Figura 46, que o aparecimento deste fenómeno 
resulta num aumento do valor de comprimento de entrada, porque obriga a que a velocidade apenas 
se aproxime do valor desenvolvido para distâncias mais longas. De referir ainda que na figura se 
verifica que um aumento de De resulta numa diminuição do valor da velocidade em escoamento 
desenvolvido, o que vai de encontro à análise analítica feita na seção 4. 
Do ponto de vista experimental, não é importante saber o valor da distância onde ocorre 
este overshoot, dado que apenas interessa a posição final onde a velocidade se aproxima do valor 
desenvolvido. Mas do ponto de vista teórico é interessante analisar este fenómeno. A informação 
do valor do comprimento para onde ocorre overshoot será incluída, quando relevante, nas figuras 
do comprimento de entrada como linha a tracejado (ver Figura 49). Esta linha representa o local 
onde o valor da velocidade atinge pela primeira vez o critério dos 99% do valor da velocidade 
desenvolvida. 
Pela análise do caso ε=0,01 , presente na Figura 47 e na Figura 48, verifica-se o 
aparecimento de overshoot em todos estes casos. Observa-se também que este fenómeno ocorre 
para o mesmo número de Débora (De=0,2 para o caso ε=0,01), independentemente do número de 
Reynolds. Isto indica que a ocorrência deste fenómeno tem como explicação a elasticidade do 
fluido. Para De e Re muito baixos, não se verifica overshoot pois o efeito da difusão é mais 






De facto, este fenómeno aconteceu em todas as simulações efetuadas neste trabalho exceto 

























Figura 47 - Gráfico do comprimento de entrada em função do 
número de Reynolds para β=0 e ε=0,01 , com referência a 
overshoots a tracejado 
 
Figura 48- Gráfico do comprimento de entrada em função do número 



































 Como se observa na Figura 47, Figura 48, Figura 49, o aparecimento do overshoot tem 
uma grande influência no valor do comprimento de entrada, pois é a partir do momento em que 
este fenómeno ocorre, que a curva do comprimento de entrada realmente começa a aumentar. Até 
esse ponto, ou temos um comprimento de entrada quase constante, ou, em alguns casos, a descer 




Para algumas simulações verificou-se a ocorrência de oscilações ao longo do 
desenvolvimento da velocidade no eixo. Este fenómeno já tinha sido descrito por Barbosa(2012) 
para o caso do modelo UCM. 
Quando este fenómeno se verifica, a velocidade aproxima-se da velocidade desenvolvida com 
oscilações em torno deste valor, como se observa na Figura 50. Este comportamento faz com que 
a velocidade atinja o valor de escoamento desenvolvido em vários pontos, que foram calculados 
como pontos de interesse. 
 
 
Figura 50 – Variação da velocidade ao longo do eixo para ε=0,01 , β=0, De=0,75 e Re=7,5 
 
Ao contrário do fenómeno de overshoot que acontece independentemente do valor de 
Reynolds, isto é, acontece sempre para o mesmo Débora qualquer que seja Re, as oscilações têm 
tendência a acontecer mais em situações onde o número de Reynolds é elevado. Isto porque as 
oscilações apareceram com mais frequência para números de elasticidade mais baixos. 
Torna-se por isso aparente a influência da inércia através do número de Reynolds, sendo 
que não é suficiente a elasticidade e o número de Débora para explicar este fenómeno. 
Surge assim o número de Mach elástico: 









Verifica-se que este número relaciona o número de Reynolds e Débora e esta relação parece 
descrever bem o aparecimento de oscilações. Para números de 𝑀𝑎𝑒 >= 1 ocorrem oscilações, para 
todos os números de elasticidade e para os diferentes valores do parâmetro ε, como podemos 
observar nas tabelas seguintes (que apenas mostram os casos onde os valores estudados 
ultrapassaram a unidade). Não se engloba nesta análise estudos feitos para β diferente de zero, pois 
para estes casos o aparecimento de oscilações aconteceu poucas vezes. 
 
 
Tabela 11 – Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para ε=0,01 ; El=0,1 
ε=0,01 ; El=0,1  
𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le 
0,003162     0,6280 
0,015811     0,6263 
0,031623     0,6228 
0,158114     0,5736 
0,316228     0,4588 
0,474342     0,3103 
0,632456 0,2241    0,7318 
0,790569 0,1711    0,8420 
0,948683 0,1257    0,9219 
1,264911 0,2483 0,6950 1,0629 1,5125 1,7891 
1,581139 0,3501 1,0214 1,5534 2,1298 2,5394 
2,371708 0,5568 1,7048 2,5343 3,5019 4,1323 
3,162278 0,7558 2,3006 3,6667 4,8221 5,5276 
3,952847 1,0261 2,9059 4,7538  6,8362 













Tabela 12 - Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para ε=0,01 ; El=1 
 ε=0,01 ; El=1 
𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le 
0,001        0,6280 
0,005        0,6260 
0,01        0,6222 
0,05        0,5732 
0,1        0,4646 
0,15        0,3254 
0,2        0,7433 
0,25 0,2034       0,8752 
0,3 0,1672       1,2251 
0,5 0,1341       1,4672 
0,75 0,1271       2,1948 
1 0,1508 0,4507 0,6138     2,9192 
1,25 0,2563 0,7646 1,0904 1,5560 1,7436   3,4582 
1,5 0,3439 1,0389 1,4816 2,0744 2,3468   4,2317 
2 0,4751 1,4994 2,1880 3,0030 3,4370 4,1930 4,5315 5,1611 
2,5 0,5910 1,9301 2,8724 3,8742 4,4684 5,3967 5,9173 6,6439 
 
Tabela 13 Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para ε=0,2 ; El=0,1 
ε=0,2 ; El=0,1 
𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le 
0,003162    0,6280 
0,015811    0,6264 
0,031623    0,6230 
0,158114    0,5844 
0,316228    0,5165 
0,474342    0,4278 
0,632456    0,3426 
66 
 
𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le 
0,790569 0,2630   0,6663 
0,948683 0,1843   0,7399 
1,264911 0,2676 0,6508 1,0388 1,4269 
1,581139 0,4139 0,9905 1,5663 2,0414 
2,371708 0,6327 1,5825 2,5672 3,2191 
3,162278 0,8372 2,1350  3,0475 
3,952847 1,0469 2,6721  3,3837 
4,743416 1,2626 3,2012  3,7960 
6,324555 1,7324 4,2345  4,8156 
7,905694 2,2741 5,2201  5,8946 
 
Tabela 14 - Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para ε=0,2 ; El=1 
ε=0,2 ; El=1 
𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le 
0,001        0,6280 
0,005        0,6261 
0,01        0,6224 
0,05        0,5837 
0,1        0,5202 
0,15        0,4411 
0,2        0,3699 
0,25 0,3141       0,6481 
0,3 0,2722       0,7920 
0,5 0,1747       1,0881 
0,75 0,1178       1,4116 
1 0,1417 0,4501 0,5984     1,7496 
1,25 0,2424 0,7258 1,0421 1,4568 1,7266 2,1546 2,3637 2,6320 
1,5 0,3259 0,9729 1,3950 1,9376 2,3098   2,7712 
2 0,4461 1,4022 1,9814 2,8022 3,3552   4,0153 




𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le 
2,5 0,5538 1,7994 2,5004 3,6220 4,3346   5,1056 





Tabela 15 - Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para ε=0,2 ; El=10 
ε=0,2 ; El=10 
𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le 
0,003162        0,6178 
0,015811        0,5854 
0,031623        0,5236 
0,047434        0,4450 
0,063246        0,3783 
0,079057 0,3290       0,6730 
0,094868 0,2945       0,8125 
0,158114 0,2188       1,1287 
0,237171 0,1805       1,4098 
0,316228 0,1573       1,6278 
0,474342 0,1276       1,9295 
0,632456 0,1078       2,2279 
0,790569 0,1047       2,5126 
0,948683 0,1091       2,5741 
1,106797 0,1630 0,5849 0,8327 1,1851 1,4158   2,8709 













Tabela 16- Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para ε=0,3 e ε=0,4 para El=0,1 
ε=0,3 ; El=0,1 ε=0,4 ; El=0,1 
𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le  Overshoot Oscilações Le 
0,0031623    0,6280     0,6280 
0,0158114    0,6264     0,6264 
0,0316228    0,6231     0,6232 
0,1581139    0,5881     0,5913 
0,3162278    0,5283     0,5370 
0,4743416    0,4483     0,4624 
0,6324555    0,3670     0,3832 
0,7905694 0,2866   0,5835     0,3039 
0,9486833 0,2010   0,6673  0,2155   0,6241 
1,2649111 0,2725 0,6469 1,0440 1,4021  0,2766 0,645 1,052 1,3650 
1,5811388 0,4184 0,9830 1,5779 2,0141  0,4225 0,978 1,591 1,9743 
2,3717082 0,6418 1,5658  2,2943  0,6509 1,554  2,2649 
3,1622777 0,8528 2,1128  2,9265  0,8671 2,098  2,6258 
3,9528471 1,0728 2,6443  3,1669  1,0954 2,628  3,0755 
4,7434165 1,3012 3,1729  3,6508      
6,3245553 1,8000 4,1969  4,6465      
7,9056942 2,3952 5,1488  5,7752      




Em todos os casos estudados em que o se ultrapassou o número de Mach elástico de 1, 
aconteceu oscilação e apenas a partir desse ponto. Este fenómeno pode ser visualizado de uma 
maneira mais intuitiva com análise da variação da velocidade ao longo do eixo: 
 
Aproveitou-se a definição de número de Mach elástico para representar os valores obtidos 
em função deste número.  
Verifica-se que para o caso de El=0,1 , Figura 53, todas as curvas se tornam lineares nas 
imediações de 𝑀𝑎𝑒=1. Para os outros valores de El, Figura 52, quando as simulações atingem 
Mach elástico superior à unidade verifica-se uma alteração no declive do da curva do comprimento 
de entrada. Nota-se ainda que a partir de 𝑀𝑎𝑒=1, o comprimento para o qual ocorre overshoot 
começa a aumentar.  








































Figura 52– Gráfico do comprimento de entrada em função do número de Mach elástico para ε=0,2 






Para alguns dos casos simulados, por exemplo Figura 53, a evolução do valor do 
comprimento de entrada apresenta uma espécie de degrau. Na Figura 53, o primeiro tracejado 
representa o aparecimento de overshoot e os seguintes, a existência de oscilações, isto é, locais 
onde a velocidade atingiu o valor da velocidade em escoamento desenvolvido. 
 
 
Figura 54- Gráfico do comprimento de entrada em relação ao número de Débora e Reynolds para ε=0,2 e β=0. 
 
 
Observa-se uma espécie de degrau na transição de Débora de 0,75 para 1. Isto poderia ser 
apenas um comportamento sui generis do modelo para este conjunto particular de parâmetros, mas 
uma análise mais cuidadosa permite concluir que se trata de uma consequência do critério 
escolhido para a definição de comprimento de entrada - valor da velocidade no eixo de 99% da 
velocidade obtida em escoamento completamente desenvolvido. O aumento do número de Débora 
leva a uma diminuição do valor da velocidade no pico das oscilações e a partir de De=1 a diferença 
entre este valor e a velocidade em escoamento desenvolvido é inferior a 1% e por isso essa 
oscilação já não é contabilizada por este critério. Assim sendo, o valor do comprimento de entrada 
passa a ser próximo do que anteriormente era uma oscilação, dado que esta deixou de ser captada 
pelo critério. 
  Esta explicação pode ser comprovada através da análise da variação da velocidade no eixo 
central, Figura 55 e Figura 56, onde se verifica que a oscilação deixa de ser captada pelo critério 
(representado pelas linhas horizontais) ou através da aplicação de outro critério para a definição 
de comprimento de entrada. 
 

















Na Figura 57, aplica-se o critério de comprimento de entrada como sendo a distância até 
ao ponto onde a velocidade no eixo está a 0,1% da velocidade desenvolvida e não se observam 
degraus. Dado o critério mais exigente, o valor do comprimento de entrada é maior. 
 


















Critério 1% Critério 0,1%
 
Figura 55 – Variação da velocidade ao longo do eixo para De=0,75 , 
Re=7,5 , ε=0,2 e β=0 
 
 
Figura 56 -  Variação da velocidade ao longo do eixo para De=1 , 


































7.2.2. Modelo Giesekus 
 
 O estudo do comprimento de entrada para o modelo Giesekus segue uma metodologia 
semelhante à utilizada para o modelo PTT simples. Contudo, dado que alguns fenómenos já foram 
explicados e ocorrem também para Giesekus, aproveita-se para os apresentar desde logo na análise 
do efeito da alteração dos vários parâmetros.  
7.2.2.1. Efeito De e Re 
 
Começa-se o estudo do comprimento de entrada para o modelo Giesekus com a análise da 
influência do número de Débora e do número de Reynolds. Como se esperava, fixando o número 
de Débora, o aumento de Reynolds (diminuição do número de elasticidade) resulta num aumento 
do comprimento de entrada, mas apenas para Re elevados. Para Re baixos, a diferença na sua 
variação tem um efeito muito menos significativo, como se verifica na passagem da curva El=10 
para El=1 na Figura 58. 
Fixando o número de Reynolds, o aumento de De resulta também num aumento do 























Figura 59 - Gráfico do comprimento de entrada em função do número de Reynolds para β=0 e α=0,2. 
 
 De referir que se verificam alguns fenómenos já observados no caso do modelo PTT 
simples. Na Figura 58 e Figura 59, observa-se a tracejado o aparecimento de overshoot e percebe-
se que, à semelhança do que aconteceu para o modelo PTT simples, é a partir do valor de De e Re 
em que ocorre overshoot que o valor do comprimento de entrada realmente começa a aumentar. 
Também se verificam oscilações para alguns casos mas, para tornar o gráfico mais legível, não 
foram representadas para já. 
Para o caso de El=0,1 observa-se um degrau no desenvolvimento do comprimento de 
entrada. A explicação é a mesma que foi dada para o caso do modelo PTT simples – uma oscilação 
que deixou de ser captada pelo critério de definição de comprimento de entrada – e é explorada 
em detalhe no subcapítulo deste modelo. 
 
Observa-se um comportamento semelhante para a alteração dos números de Reynolds e 
Débora no caso do comprimento de entrada para as tensões.  
Para o mesmo Reynolds, no caso da tensão de corte e na tensão normal, o aumento de De 
origina um aumento do comprimento de entrada, principalmente para Re mais elevados. 
Contudo, para o caso de manter o número de Débora fixo, a influência do número de 
Reynolds é menos significativo que no caso do comprimento de entrada da velocidade. 
Particularmente no caso da tensão normal onde a diferença no comprimento de entrada para as três 
curvas de número de elasticidade é muito baixa quando comparado com o caso da velocidade. No 
comprimento de entrada da tensão de corte já se verifica alguma diferença quando se passa de 



























Figura 60 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão normal 
em relação a Débora para α=0,2 e β=0. 
 
Figura 61 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão normal 
em relação a Reynolds para α=0,2 e β=0. 
 
Figura 62 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão de 
corte em relação a Débora para α=0,2 e β=0. 
 
 
Figura 63 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão de corte 



































































7.2.2.2. Efeito do parâmetro β 
 
Para números de Reynolds mais elevados, número de elasticidade igual a 0,1 , Figura 64, 
o efeito do parâmetro β origina uma clara diminuição do comprimento de entrada. Neste caso 
observam-se ainda degraus para β=0 e β=0,11. Este fenómeno já foi explorado em detalhe para 
o modelo PTT simples, e as razões para o seu aparecimento são as mesmas  - oscilações que deixam 
de ser captadas pelo critério escolhido para a definição de comprimento de entrada. 
 
 
Quando a gama de Reynolds é mais baixa, El=1, o comportamento é ligeiramente diferente. 
Na passagem de β=0 para β=0,11 , observa-se uma clara diminuição no comprimento de entrada. 
Contudo, entre β=0,11 e β=0,5 a diferença é menor pois, apesar de haver uma deslocação no 
sentido newtoniano, a influência desta variação no comprimento de entrada é inferior visto que o 
número de Reynolds ser baixo. Ainda assim, na passagem para β=0,9 , volta a haver uma 
diminuição visível no comprimento de entrada. 
Como já foi explorado anteriormente, para β=0,9 o comportamento do fluido está muito 
próximo do newtoniano. Para este caso não se verifica overshoot devido à diminuição de 
importância do comportamento elástico, o que explica o porquê de o comprimento de entrada ser 
tão mais baixo relativamente ao caso β=0,5 e β=0,11 , onde existe overshoot. 
O aumento de β nesta gama de número de Reynolds parece resultar também num 
achatamento da curva do comprimento de entrada, efeito particularmente visível para β=0,5. A 
explicação prende-se novamente com o número de Reynolds baixo, que origina no caso 
newtoniano um comprimento de entrada constante. Assim sendo, após o aparecimento do 
overshoot, que origina um aumento súbito no comprimento de entrada, dado o comportamento 
 
Figura 64 – Gráfico do comprimento de entrada em função Débora e 
Reynolds para α=0,2 
 
 
Figura 65 - Gráfico do comprimento de entrada em função Débora e 
Reynolds para α=0,2 
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newtoniano ser importante para β=0,5 , o comprimento de entrada tende a tornar-se constante para 
esta gama do número de Reynolds.  
O efeito do parâmetro β no comprimento de entrada das tensões é bastante simples, um 
aumento de β origina uma diminuição do valor do comprimento de entrada, quer para a tensão 
normal como para a tensão de corte. 
A diferença é mais notória quando se passa de um ponto onde β=0 , para outro onde β 
diferente de zero. Entre valores de β diferentes de zero a diferença é menos significativa mas ainda 




Figura 66 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão normal 
em relação a Débora e Reynolds para α=0,2 
 
 
Figura 67 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão normal 
em relação a Débora e Reynolds para α=0,2. 
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7.2.2.3. Efeito do parâmetro α 
 
 A alteração do parâmetro α parece ter um efeito pouco significativo, pelo menos para 
os valores estudados.  
Excetuando os degraus que acontecem para α=0,2 e α=0,3 , o valor do comprimento de 
entrada não varia muito e, eventualmente, as três curvas convergem para uma à medida que De e 
Re aumentam, como exposto na Figura 70. 
 
 
Figura 68- Gráfico com o comprimento de entrada da tensão de corte 




Figura 69 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão de corte 
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Figura 70 - Gráfico do comprimento de entrada em função Débora e Reynolds para diferentes α’s e β=0 





À semelhança do acontece para o comprimento de entrada relativo à velocidade, para a 
tensão de corte, o parâmetro α tem um efeito pouco significativo, sendo que para os valores dos 
números de Débora e Reynolds mais altos simulados, o valor do comprimento de entrada parece 




Figura 71 – Gráfico do comprimento de entrada da tensão de corte em função de Débora e Reynolds para β=0. 
 
Para o caso do comprimento de entrada relativo à tensão normal, por análise da Figura 72, 
verifica-se que um aumento do valor de α está associado a um aumento no valor do comprimento 
de entrada. Para perceber este fenómeno pode-se analisar a Figura 73, onde a variação da tensão 
normal ao longo do eixo está representada. 
O aumento de α origina uma diminuição na tensão normal em escoamento desenvolvido, 
como se esperava. Este facto faz com que a tensão normal, que se aproxima de valores superiores, 
demore mais a estabilizar num valor inferior, o que explica o aumento de comprimento de entrada 
para aumento de α. 



















Figura 72 - Gráfico do comprimento de entrada da tensão normal em função de Débora e Reynolds para β=0. 
 
 




Como já foi apresentado na análise do efeito do número de Débora e de Reynolds no 
comprimento de entrada, verificou-se em quase todas as simulações o aparecimento de overshoot. 
A exceção a esta regra são as simulações para β=0,9 , onde o comportamento é principalmente 
newtoniano. 
Contudo, em todos os casos onde β=0, verificou-se que para o mesmo De que aparece o 
overshoot, aparece outro ponto onde a velocidade tem o mesmo valor que em escoamento 
desenvolvido. Isto parece indiciar o aparecimento de oscilações, mas o número de Mach elástico 























nestas zonas é bastante inferior a 1 para originar a ocorrência de oscilações, como se observa na 
Figura 74, Figura 75 e Figura 76. 
 
Figura 74 – Gráfico do comprimento de entrada em função de Débora e Reynolds para α=0,2 , β=0 e El=0,1. 
 
 
Figura 75 - Gráfico do comprimento de entrada em função de Débora e Reynolds para α=0,2 , β=0 e El=1. 
 






























Figura 76 - Gráfico do comprimento de entrada em função de Débora e Reynolds para α=0,2 , β=0 e El=10. 
 
Analisando a variação da velocidade ao longo do eixo, observa-se que não estamos na 
presença de oscilações como as observadas anteriormente, isto é, a velocidade não se está a 
aproximar do valor desenvolvido oscilatoriamente. Acontece que para o modelo Giesekus, para 
β=0, o máximo relativo originado pelo overshoot é acompanhado por um mínimo relativo, a partir 
do qual a velocidade se aproxima assimptoticamente do valor em escoamento desenvolvido. 
 
Figura 77 – Variação da velocidade ao longo do eixo para α=0,2 e β=0 
 


















 De referir ainda que este fenómeno se verifica inclusivamente para escoamento onde a 
inércia é desprezável, Re=0, o que corrobora o argumento de que este segundo ponto onde a 
velocidade alcança o valor desenvolvido não está relacionado com o valor do número de Mach 
elástico, apenas com a elasticidade do fluido. 
 
7.2.2.5. Oscilações e número de Mach elástico 
 
Apesar de se ter percebido que a razão do aparecimento do segundo valor igual à 
velocidade desenvolvida nada tinha a ver com o valor de 𝑀𝑎𝑒, a verdade é que se verifica o 
aparecimento de mais oscilações e estas parecem ocorrer para 𝑀𝑎𝑒 perto de 1, como se pode 
observar pela análise das seguintes tabelas: 
 
Tabela 17- Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para α=0,2 El=0,1. 
α=0,2 El=0,1 
𝑀𝑎𝑒 Overshoot Oscilação Le 
0,003162 0,6204   0,6204 
0,015811 0,6199   0,6199 
0,031623 0,6185   0,6185 
0,158114 0,5888   0,5888 
0,316228 0,5317   0,5317 
0,790569 0,3430   0,3430 















Figura 78 – Gráfico do comprimento de entrada em função de Débora em escoamento de inércia 
desprezável, Re=0 e α=0,2 
84 
 
𝑀𝑎𝑒 Overshoot Oscilação Le 
1,106797 0,2489 0,5544 0,8741 1,1279 
1,264911 0,3116 0,6942 1,1419 1,4834 
1,423025 0,3756 0,8210 1,3746 1,7848 
1,581139 0,4356 0,9387 1,5847 2,0636 
2,371708 0,6935 1,4474 2,4902 3,2649 
3,162278 0,9472 1,9043  3,1807 
3,952847 1,2151 2,3365  4,0832 
4,743416 1,4650 2,7654  4,8920 
6,324555 2,0130 3,5984  6,7086 
 
Tabela 18 - Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para α=0,2 El=1 
α=0,2 El=1 
𝑀𝑎𝑒 Overshoot Oscilação Le 
0,005 0,6196      0,6196 
0,01 0,6179      0,6179 
0,05 0,5877      0,5877 
0,1 0,5343      0,5343 
0,25 0,3926      0,3926 
0,3 0,3688      0,3688 
0,35 0,3491      0,3491 
0,4 0,3281      0,3281 
0,45 0,3009      0,3009 
0,5 0,2704      0,2704 
0,6 0,2171 0,4434     1,1344 
0,75 0,1487 0,4693     1,5735 
0,9 0,1217 0,4352     2,0115 
1 0,1352 0,4047     2,3073 
1,25 0,2291 0,6560 1,0829 1,3308   3,2031 




𝑀𝑎𝑒 Overshoot Oscilação Le 
1,5 0,3043 0,8639 1,5010 1,8423   4,1675 
2 0,4078 1,2109 2,2300 2,7300   5,1650 
2,5 0,4839 1,5255 2,8746 3,5707 5,1662 5,3687 6,5260 
 
Tabela 19 - Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para α=0,3 e α=0,4 e El=0,1 
α=0,3 El=0,1 α=0,4 El=0,1 
𝑀𝑎𝑒 Overshoot Oscilação Le Overshoot Le 
0,003162 0,6204   0,6204 0,6204  0,6204 
0,015811 0,6199   0,6199 0,6200  0,6200 
0,031623 0,6186   0,6186 0,6187  0,6187 
0,158114 0,5931   0,5931 0,5963  0,5963 
0,316228 0,5454   0,5454 0,5586  0,5586 
0,790569 0,4038   0,4038 0,4994  0,4994 
0,948683 0,2276 0,3623  0,5462 0,2465 0,3100 0,6087 
1,106797 0,2563 0,5380  0,8420 0,2629 0,5205 0,8908 
1,264911 0,3184 0,6767 1,1834 1,4218 0,3243 0,6566 1,1523 
1,423025 0,3831 0,7988 1,4166 1,7432 0,3891 0,7760 1,3842 
1,581139 0,4450 0,9104 1,6355 2,0209 0,4515 0,8860 1,5997 
2,371708 0,7122 1,4019  2,4472 0,7119 1,3707 2,4435 
3,162278 0,9659 1,8470  3,3919 0,9588 1,8115 3,6414 
3,952847 1,2240 2,2762  4,3690 1,1923 2,2438 4,5720 
4,743416 1,4522 2,7071  5,1064 1,3928 2,6810 5,1695 
6,324555 1,9375 3,5486  6,7237 1,8407 3,5262 6,6705 
 
 
 O único caso onde não se verificam as oscilações para 𝑀𝑎𝑒 perto de 1 é o caso α=0,4. 
Contudo a análise da variação da velocidade ao longo do eixo, mostra que existem oscilações para 
este caso, 𝑀𝑎𝑒 = 1,42, simplesmente não são captadas pelo critério escolhido para definir o 


















A análise da variação da velocidade ao longo do eixo para diferentes valores de Mach 
elástico para α=0,2 El=0,1 , permite observar graficamente o aparecimento destas oscilações. 
Apesar da diminuição da velocidade desenvolvida com o aumento de 𝑀𝑎𝑒, observa-se 
claramente que para 𝑀𝑎𝑒 superior a 1 o aparecimento de oscilações em torno da respetiva 
velocidade desenvolvida. Apesar disso, o aumento de 𝑀𝑎𝑒 acima de 1 torna esta oscilação menos 
acentuada, razão pela qual eventualmente esta deixará de ser captada pelo critério de comprimento 
de entrada. Este facto é verfica-se também nas tabelas anteriormente apresentadas, onde a partir 
de determinado número de Mach elástico, as oscilações parecem desaparecer. 
Figura 79- Variação de velocidade ao longo do eixo para α=0,4 e 𝑀𝑎𝑒 = 1,42 








































7.3. Conduta circular 
 
 Neste capítulo apresentam-se os resultados obtidos para o comprimento de entrada definido 
segundo a velocidade, a tensão de corte e a tensão normal numa geometria de conduta circular. 
 O comprimento de entrada será calculado para diferentes gamas de Reynolds e Débora que 
foram agrupados de acordo com o número de elasticidade, já explicado anteriormente. Os 
resultados apresentados são para números de elasticidade 10, 1 e 0,1. 
 Para esta geometria, estudou-se o modelo UCM, Oldroyd-B. Para o modelo Oldroyd-B, 
neste estudo, o parâmetro β  tomou valores de 0,11 e 0,5. 
 Algumas das explicações dos fenómenos a estudar são semelhantes ao desenvolvido na 
secção anterior da geometria em placas paralelas.  
 
Tabela 20 - Simulações efetuadas para o modelo UCM e Oldroyd-B. 
UCM Oldroyd-B 
 β=0,11 β=0,5 
El=0,1 El=1 El=10 El=0,1 El=1 El=10 El=0,1 El=1 El=10 













7.3.1. Modelo UCM 
 
De maneira análoga ao que já se viu anteriormente, relativamente ao efeito do número de 
Débora e Reynolds, fixando uma destas variáveis e aumentando a outra resulta num aumento do 
comprimento de entrada. Contudo este efeito é mais significativo para Re mais elevados, pois, 
como se verifica na Figura 81, a passagem de El=10 para El=1 – que resulta num número de 
Reynolds mais elevado – não representa um aumento no comprimento de entrada muito 
significativo. Ao passo que na passagem para El=0,1 , onde a gama de Re maior, o aumento de 
comprimento de entrada é notório. 
 

































 Em todos os casos se verifica overshoot, um fenómeno cuja explicação já foi feita 
anteriormente. À semelhança do que se viu no caso da geometria de placas paralelas, o overshoot 
aparece sempre para o mesmo número de Débora, independentemente do número de Reynolds. 
Isto porque é um fenómeno que tem origem apenas na elasticidade do fluido. 
No caso de El=0,1 , observa-se que a partir de De=0,3 existe uma alteração no declive do 
crescimento do comprimento de entrada. Isto acontece pelo aparecimento de oscilações, como se 
pode ver na Figura 83, onde a curva a tracejado com o valor mais baixo representa o aparecimento 
de overshoot e as seguintes curvas a tracejado representam oscilações no desenvolvimento da 
velocidade, que podem ser observados na Figura 84. 














Figura 83 – Gráfico do comprimento de entrada em função de Débora e Reynolds. O tracejado representa pontos onde a velocidade 
atingiu o valor de velocidade desenvolvida, quer seja overshoot ou oscilações. 





Figura 84- variação da velocidade ao longo do eixo para De=0,5 e Re=5 
 
Da mesma maneira que foi visto para o modelo PTT simples e Giesekus, também para o 
modelo UCM se pode utilizar o número de Mach elástico para relacionar o aparecimento destas 
oscilações. Para 𝑀𝑎𝑒 superiores à unidade o comportamento oscilatório aparece, para El=0,1 e 
El=1. No caso El=10 não se alcançou 𝑀𝑎𝑒 =1. 
Tabela 21 - Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para El=0,1 
El=0,1 
𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le 
0,003162 0,4375     0,4375 
0,015811 0,4396     0,4396 
0,031623 0,4412     0,4412 
0,158114 0,4198     0,4198 
0,316228 0,2947     0,6826 
0,632456 0,1845     1,0061 
0,790569 0,1552     1,1824 
0,948683 0,1808 0,6874 0,8288   1,3754 
1,106797 0,2464 0,8826 1,2787 1,8553 2,2892 2,5890 
1,264911 0,3147 1,0915 1,6775 2,2541 2,8142 3,1827 
1,581139 0,4353 1,4838 2,3222 3,0064 3,7901 4,2743 
1,897367 0,5359 1,8560 2,9069 3,7167 4,7027 5,2961 
92 
 
𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le 
2,213594 0,6326 2,2090 3,4752 4,3876 5,6215 6,2119 
2,371708 0,6794 2,3817 3,7527 4,7395 6,0404 6,7488 
 
Tabela 22 - Overshoot e oscilações em função do número de Mach elástico para  e El=1 
El=1 
𝑴𝒂𝒆 Overshoot Oscilações Le 
0,001 0,4374     0,4374 
0,005 0,4390     0,4390 
0,01 0,4401     0,4401 
0,05 0,4117     0,4117 
0,1 0,3002     0,6749 
0,2 0,2019     1,0303 
0,25 0,1864     1,2305 
0,3 0,1785     1,4428 
0,35 0,1743     1,6637 
0,4 0,1712     1,8833 
0,5 0,1654     2,3385 
0,6 0,1557     2,8085 
0,7 0,1396     3,2764 
0,75 0,1389     3,5044 
1 0,1743 0,6460 0,9069   4,6256 










 O aparecimento de oscilações para 𝑀𝑎𝑒=1 pode ser também visualizado na Figura 85, onde 
se mostram as variações da velocidade ao longo do eixo para diferentes números de Mach elástico. 
 
 
O comportamento do comprimento de entrada da tensão de corte segue a mesma tendência 
que verificada para o caso da velocidade. Fixando o número de Débora ou Reynolds verifica-se 
um aumento do comprimento de entrada quando o outro número adimensional é aumentado. 
Contudo, como já se verificou anteriormente, para números de Reynolds baixos este 
comportamento é pouco significativo. 
Para o caso do comprimento de entrada para a tensão normal, o efeito do aumento do 
número de Reynolds parece ser muito pequeno. Pela análise da Figura 88, onde se mostra o 
comprimento de entrada da tensão normal em função do número de Débora, as curvas para os três 
números de elasticidade são muito semelhantes. Por outro lado, na Figura 89, vê-se claramente um 
aumento do comprimento de entrada com o aumento do número de elasticidade, que equivale a 
um aumento do número de Débora. 













Figura 86 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão de 
corte em função de Débora. 
 
 
Figura 87 - Gráfico com o comprimento de entrada da tensão de corte 
em função de Reynolds 
 
 
Figura 88 – Gráfico do comprimento de entrada para a tensão normal 
em função de Débora. 
 
 
Figura 89 - Gráfico do comprimento de entrada para a tensão normal 






































































7.3.2. Efeito do solvente – Modelo Oldroyd-B 
 
A adição de um solvente newtoniano faz com que o comportamento do fluido se aproxime 
do do solvente. Quanto maior o valor do parâmetro β maior será esta influência. 
Para β=0,11 , o aumento do número de Débora ou Reynolds individualmente origina um 
aumento do comprimento de entrada, quando o valor do número de Reynolds é suficientemente 
elevado. Apenas a partir de Re=10 (De=1 na figura) parece haver um aumento no comprimento de 
entrada para um aumento do número de Reynolds. 
No caso de β=0,5 , o aumento do número de Reynolds não parece ter grande influência no 
comprimento de entrada. Por outro lado, o aumento do número de Débora origina um aumento no 
comprimento de entrada. 





Figura 90 – Gráfico de comprimento de entrada em função de 
Débora para β=0,11. 
 
 


































Figura 92 - Gráfico de comprimento de entrada em função de Reynolds para β=0,11 e β=0,5 . 
 
 O comprimento de entrada para a tensão normal segue um comportamento semelhante ao 
visto para a velocidade. O aumento do número de Débora ou do número de Reynolds para uma 
gama mais alta de Re (para cima de Re=10) origina um aumento do comprimento de entrada. Para 
uma gama de Re mais baixa, o efeito do número de Reynolds é pouco significativo. 
A variação da componente do solvente tem também um efeito pouco significativo, pois os 
resultados obtidos para β=0,11 e β=0,5 são muito semelhantes. Apenas para os valores mais 
elevados de Re e De de cada número de elasticidade o valor do comprimento de entrada para β=0,5 














Beta=0,11 ; El=1 Beta=0,11 ; El=10 Beta=0,11 ; El=0,1
Beta=0,5 ; El=0,1 Beta=0,5 ; El=1 Beta=0,5 ; El=10






Figura 95– Gráfico do comprimento de entrada para a tensão normal em função de Reynolds para  β=0,11 e β=0,5 
 
 
 O comportamento do comprimento de entrada para as tensão de corte é algo diferente do 
que visto para os casos anteriores. 
Para β=0,11 , fixando o número de Débora, o aumento do número de Reynolds origina uma 
diminuição do comprimento de entrada ao contrário do que foi visto anteriormente. Para números 
















El=1 ; Beta=0,11 El=10 ; Beta=0,11 El=0,1 ; Beta=0,11
El=0,1 ; Beta=0,5 El=1 ; Beta=0,5 El=10 ; Beta=0,5
 
Figura 93 – Gráfico do comprimento de entrada para a tensão normal 
em função de Débora para  β=0,11 
 
Figura 94 - Gráfico do comprimento de entrada para a tensão normal 





































Por outro lado, para β=0,5 , o aumento de Re na gama de número de Reynolds mais elevada 
origina um aumento do comprimento de entrada. A explicação para esta discrepância está no facto 
de um aumento no parâmetro β originar um aumento no comprimento de entrada. Contudo, este 
aumento é, à semelhança do que foi visto para todos os efeitos, mais forte para a gama de Re mais 
elevada, El=0,1. Esta combinação de fatores faz com que a curva do comprimento de entrada para 
El=0,1 ultrapasse as outras curvas para β=0,5 , Figura 97, ao passo que para β=0,11 , tem valores 




















El=1 ; Beta=0,11 El=10 ; Beta=0,11 El=0,1 ; Beta=0,11
El=0,1 ; Beta=0,5 El=1 ; Beta=0,5 El=10 ; Beta=0,5
 
Figura 96 - Gráfico do comprimento de entrada para a tensão de 
corte em função de Débora para  β=0,11 
 
 
Figura 97 - Gráfico do comprimento de entrada para a tensão de corte 








































Neste capítulo apresentam-se correlações calculadas através dos resultados obtidos. O 
objetivo é permitir a extrapolação ou interpolação para casos diferentes dos calculados durante 
este trabalho.  
 
8.1.  Introdução 
 
Como se pode observar na seção dos resultados, quase todas as curvas que relacionam o 
comprimento de entrada com o número de Débora ou Reynolds, apresentam dois comportamentos 
– antes do aparecimento do overshoot e depois.  
Antes do overshoot, para números de Débora baixos, o valor do comprimento de entrada 
mantem-se quase constante ou vai descendo à medida que De e Re sobem. Sendo assim, a 
aproximação à correlação Newtoniana serve bem esta zona, pois apresenta um comprimento de 
entrada superior. Assim sendo, utilizando este valor, garante-se escoamento desenvolvido. 
Após o aparecimento do overshoot, o comprimento de entrada começa a aumentar para 
valores bastante superiores ao caso newtoniano, pelo que será para esta zona que se definirão as 
correlações. 
As correlações foram obtidas apenas para o caso β=0 e têm duas variáveis independentes, 
número de Débora e número de Reynolds.  
 
8.2. Comprimento de entrada da velocidade 
 
 Para a correlação do comprimento de entrada da velocidade, a forma escolhida foi a da 
equação (89). Esta forma foi a escolhida por apresentar os melhores resultados com uma forma 




𝐶1 + 𝐶2𝑅𝑒 + 𝐶3𝐷𝑒




Para cada um dos modelos, calculou-se o valor das constantes que melhor aproximavam a 










Tabela 23 - Constantes dos ajustes obtidos para o comprimento de entrada da velocidade. 










-0,3859 0,1792 4,0302 -0,0278 0,9875 0,902 De>0,25 
Giesekus 








0,2537 -0,1170 4,1538 -0,0267    -0,0669  0,995 De>0,1 
Oldroyd-
B (β=0,5) 0,1601 0,0162 4,9243 0,0002 0,0136 
0,999 De>0,1 
 
 De referir que, apesar de bastante diferentes, as correlações obtidas parecem seguir um 
comportamento semelhante, onde a constante com o maior valor é sempre C3, que está a multiplicar 
pelo número de Débora no numerador, parecendo indicar que este parâmetro é mais importante 
para o comprimento de entrada que o número de Reynolds.  
 
8.3. Comprimento de entrada da tensão normal 
Para a correlação do comprimento de entrada da tensão normal optou-se por seguir a 
mesma forma escolhida para a velocidade, dado que também apresenta bons resultados. 
Tabela 24 - Constantes dos ajustes obtidos para o comprimento de entrada da tensão normal. 










0,2300 0,1366 1,6132 -0,0371 0,3398 0,986 De>0,1 
Giesekus 
(α=0,2) 0,1265 -0,0319 3,2437 -0,0107 -0,2598 
0,994 De>0,1 




Geometria Modelo C1 C2 C3 C4 C5 R2 Limitação 
Conduta 
circular 




-0,2324 -0,1544 8,3627 -0,0571 0,7198 0,988 De>0,1 
Oldroyd-




À semelhança do que se viu anteriormente, o valor da constante C3, que está a multiplicar 
pelo número de Débora no numerador, é sem dúvida o mais alto em todas as correlações. 
 
 
8.4. Comprimento de entrada da tensão normal 
 
Para a obtenção da correlação para o comprimento de entrada da tensão de corte não foi 
possível utilizar a mesma forma usada anteriormente pois os resultados obtidos não foram 









As constantes obtidas para cada modelo apresentam-se na Tabela 25, assim como o 
coeficiente de determinação e a limitação do ajuste, isto é, a partir de que valores é q este foi 
calculado: 
 
Tabela 25 - Constantes dos ajustes obtidos para o comprimento de entrada da tensão de corte. 










0,1839 0,2094 1,1803 -0,0009 -0,1378 0,937 De>0,25 
Giesekus 




Geometria Modelo C1 C2 C3 C4 C5 R2 Limitação 
Conduta 
circular 




-0,0963 -0,1010 5,5307 0,0036 -1,2883 0,994 De>0,1 
Oldroyd-
B (β=0,5) -0,1942 -0,0009 5,6084 0,0026 -1,0914 
0,999 De>0,1 
 
8.5. Correlações simplificadas 
Para aplicações de engenharia, por vezes não são necessárias correlações tão complicadas 
como as apresentadas anteriormente. Para efeito de estimativas desenvolveram-se as seguintes 
correlações, que apresentam o maior comprimento de entrada possível, válidas para todos os 
modelos estudados. 




8.6. Diagramas para escoamento de fluido PTT simples em placas paralelas  
Através de alguma manipulação matemática e da obtenção de diversos ajustes, conseguiu-
-se obter diagramas onde todas as curvas, para o caso PTT, convergissem numa só. Para ε=0,01 
temos o diagrama da Figura 99. 
 
 
Figura 99 –Gráfico do comprimento de entrada em função do número de Débora modificado ε=0.01 




















 Na Figura 99, o valor de Débora modificado pode ser dado por: 
𝐷𝑒∗ = [
(0.53299(1.8196 − 𝑒(−1.0866∗𝐸𝑙)))











Para ε=0,2, obteve-se o diagrama da Figura 100: 
 
 
Figura 100 - Gráfico do comprimento de entrada em função do número de Débora modificado para ε=0.2 
 
Na Figura 100, o valor de Débora modificado pode ser dado por: 
𝐷𝑒∗ = [
(1.7522(1.3304 − 𝑒(−0.1155∗𝐸𝑙)))






] ∗ 𝐷𝑒 
 















Estes diagramas apresentam resultados favoráveis para toda a gama de 𝛽 e de El, 



















































Os objetivos propostos no início da realização deste trabalho foram alcançados. 
Apresentaram-se resultados para o valor do comprimento de entrada da velocidade, tensão normal 
e tensão de corte para fluidos viscoelásticos que seguem o modelo PTT simples e Giesekus - no 
caso da geometria de placas paralelas - e o modelo UCM e Oldroyd-B – para a geometria de 
conduta circular. 
 A análise destes resultados foi feita, para todos os modelos e para os três comprimentos de 
entrada, com o intuito de averiguar a influência, no valor do comprimento de entrada, da variação 
dos efeitos de inércia (variando Re), dos efeitos elásticos (variando De), dos parâmetros de cada 
um dos modelos e da adição de um solvente newtoniano. 
O aumento do número de Débora e de Reynolds resultam numa curva não monótona para 
o caso da velocidade. Para valores de Débora baixos, o comprimento de entrada desce ligeiramente 
e a partir de um determinado Débora (não igual para todos os modelos), o seu valor começa a 
aumentar com o aumento de Débora e Reynolds. Contudo este aumento do comprimento de com 
o aumento de Reynolds é mais significativo para valores de Re mais elevados (acima de 1), sendo 
que para valores baixos o comprimento de entrada varia muito pouco com Re. Para os 
comprimentos de entrada das tensões, a curva é monótona, aumentando com o aumento de Débora 
e Reynolds, mas novamente sendo este efeito mais importante para Reynolds elevados. 
A inflexão na curva do comprimento de entrada da velocidade (passagem de diminuir com 
o aumento de De para aumentar com De) tem como origem o aparecimento de overshoot no 
desenvolvimento da velocidade, isto é, a velocidade, ainda em desenvolvimento, atinge um pico 
superior ao valor da velocidade em escoamento desenvolvido. O fenómeno de overshoot parece 
ser independente do valor de Reynolds, visto que aconteceu para o mesmo número de Débora 
(dentro do mesmo modelo). Assim sendo, podemos concluir que o overshoot tem como origem a 
elasticidade do fluido. Para valores de De baixos, não existe overshoot pois o efeito da difusão é 
superior ao da elasticidade. O aparecimento deste fenómeno origina um comprimento de entrada 
superior e por isso, é a partir do valor de Débora para que acontece overshoot que o comprimento 
de entrada começa a aumentar. 
No caso específico do modelo de Giesekus, aquando do aparecimento do overshoot, 
verificou-se que este era sempre acompanhando por um undershoot, onde o valor da velocidade 
atingia um mínimo relativo. 
Outro fenómeno que se verificou no estudo do comprimento de entrada da velocidade foi 
o aparecimento de oscilações no desenvolvimento da velocidade em torno do seu valor 
desenvolvido. Ao contrário do que acontecia para o overshoot, as oscilações dependem também 
das forças inerciais. Assim sendo, descobriu-se que o número de Mach elástico define bem este 
fenómeno. Para valores de Mach elástico superiores à unidade acontecem sempre oscilações. Mais 
ainda, descobriu-se que perto de Mach elástico igual à unidade, existe normalmente uma alteração 
do declive da curva que relaciona o valor do comprimento de entrada com Mae. 
No geral, a adição de um solvente newtoniano origina valores de comprimento de entrada 
mais baixos, sendo que este efeito é menos significativo no modelo Oldroyd-B. Mais ainda, a 
adição de um solvente newtoniano fez com que certos comportamentos não se verificassem. Por 
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exemplo, o fenómeno de overshoot aconteceu em todas as simulações efetuadas, exceto para 
β=0,9 , onde o comportamento já é bastante próximo do newtoniano. Para valores de β diferentes 
de zero, o aparecimento de oscilações não se deu para valores de Mae iguais à unidade, indicando 
que uma definição deste número modificada para ter em conta o solvente newtoniano possa ser 
interessante. 
A alteração do parâmetro ε no modelo PTT simples origina a diminuição do comprimento 
de entrada da velocidade e da tensão normal. No caso da tensão de corte há um aumento do 
comprimento de entrada com o aumento de ε.  Este efeito é particularmente significativo quando 
o valor de ε é baixo. Para o modelo Giesekus, pelo menos na gama estudada, o valor de α não 
parece ter efeito sobre o comprimento de entrada. 
Conclui-se também que para os valores de Reynolds mais elevados estudados (El=0,1) o 
maior comprimento de entrada é o da velocidade, sendo que para valores de Reynolds mais baixos, 
o comprimento de entrada da tensão normal é o mais elevado. 
Por fim, obtiveram-se correlações dos comprimentos de entrada para os diversos modelos 
para permitir a extrapolação e interpolação dos resultados obtidos. Expôs-se também de um modo 
gráfico todos os resultados obtidos, sob a forma de um diagrama. 
Para aplicações de engenharia, sugerem-se as seguintes equações, mais simples, para 
estimar o comprimento necessário para garantir escoamento desenvolvido. Para escoamento em 
placas paralelas, Le=5,5*De*H e em conduta circular, Le=11,2*De*D. 
Para trabalhos futuros, sugere-se o estudo de outros modelos viscoelásticos e de outras 
geometrias de interesse, como por exemplo, conduta de seção retangular. A utilização de uma 
malha mais refinada pode também ser útil para obter resultados mais precisos. Por último, sugere-
se também um estudo sobre possíveis modificações ao número de Mach elástico para englobar 
parâmetros do modelo e o solvente newtoniano para que curvas do comprimento de entrada em 
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11. Anexo A – Placas Paralelas 
 
Neste apêndice encontram-se os resultados das simulações efetuadas para o modelo PTT 
simples na geometria de placas paralelas. Os resultados são apresentados na forma de tabelas e 
graficamente. 
Escoamento de inércia desprezável, para ε=0,01 e ε=0,2: 
Tabela 26 – Valores de comprimento de entrada para escoamento de inércia desprezável 




Leu Leτxx Leτxy Overshoot 
da 
velocidade 
Leu Leτxx Leτxy 
0,1 0,465 0,465 0,588 0,550 0,520 0,520 0,653 0,600 
0,2 0,298 0,747 1,066 0,447 0,379 0,379 0,684 0,620 
0,3 0,242 1,034 1,436 1,150 0,295 0,813 0,733 0,665 
0,4 0,219 1,304 1,815 1,471 0,250 0,989 0,810 0,736 
0,5 0,210 1,583 2,194 1,786 0,220 1,129 0,902 0,820 
0,6 0,204 1,859 2,559 2,087 0,203 1,251 1,000 0,908 
0,7 0,199 2,136 2,913 2,377 0,189 1,358 1,099 0,997 
0,8 0,195 2,403 3,246 2,646 0,177 1,455 1,198 1,085 
0,9 0,191 2,655 3,559 2,920 0,167 1,545 1,294 1,171 
1 0,186 2,899 3,860 3,150 0,161 1,624 1,386 1,254 
1,1 0,181 3,129 4,142 3,364 0,156 1,691 1,476 1,335 
1,2 0,176 3,354 4,403 3,547 0,152 1,760 1,562 1,412 
1,5 0,163 3,979 5,334 4,032 0,143 1,897 1,801 1,629 
1,7 0,158 4,289 5,371 4,256 0,139 1,918 1,952 1,766 






Figura 102 - Comprimento de entrada da tensão normal em função de 
Débora para escoamento de inércia desprezável e ε=0,01 
 
Figura 103 - Comprimento de entrada da tensão de corte em função 
de Débora para escoamento de inércia desprezável e ε=0,01 
 
 


















































Figura 101 - Comprimento de entrada da velocidade em função de Débora para escoamento de 
inércia desprezável e ε=0,01 





Figura 105- Comprimento de entrada da tensão normal em função de 
Débora para escoamento de inércia desprezável e ε=0,2 
 
Figura 106- Comprimento de entrada da tensão de corte em função 
de Débora para escoamento de inércia desprezável e ε=0,01 
 
Tabela 27 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,01 , El=0,1 e β=0 
ε=0,01 ; El=0,1 ; β=0 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,628    0,628 0,684 0,6335 
0,005 0,626    0,626 0,681 0,6314 
0,01 0,623    0,623 0,676 0,6277 
0,05 0,574    0,574 0,629 0,5892 
0,1 0,459    0,459 0,577 0,5352 
0,15 0,310    0,310 0,763 0,4718 
0,2 0,224    0,732 0,936 0,7219 
0,25 0,171    0,842 1,064 0,8672 
0,3 0,126    0,922 1,155 0,9769 
0,4 0,248 0,695 1,063 1,513 1,789 1,377 1,1293 
0,5 0,350 1,021 1,553 2,130 2,539 1,946 1,2754 
0,75 0,557 1,705 2,534 3,502 4,132 3,876 1,8750 
1 0,756 2,301 3,667 4,822 5,528 4,649 2,5406 




























Figura 107 - Comprimento de entrada da velocidade em função de Débora e Reynolds para ε=0,01 , El=0,1 e β=0 
 
 
Figura 108 -Comprimento de entrada da tensão normal em função de 




Figura 109 - Comprimento de entrada da tensão de corte em função 



























































Tabela 28 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,01 , El=0,1 e β=0,11 
ε=0,01 ; El=0,1 ; β=0,11 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,628  0,628 0,684 0,633 
0,005 0,627  0,627 0,681 0,631 
0,01 0,623  0,623 0,677 0,628 
0,05 0,577  0,577 0,631 0,589 
0,1 0,460  0,460 0,571 0,535 
0,15 0,313  0,313 0,829 0,472 
0,2 0,238  0,238 0,958 0,722 
0,25 0,208  0,208 1,078 0,867 
0,3 0,206  0,206 1,203 0,977 
0,4 0,245  0,245 1,465 1,129 
0,5 0,302  0,302 1,439 1,275 
0,75 0,444 1,908 0,444 1,966 1,875 
1 0,574 2,539 0,574 2,654 2,541 
1,25 0,699 3,176 0,699 3,359 3,218 
1,5 0,830 3,766 0,830 4,004 3,846 



















Tabela 29- Valores de comprimento de entrada para ε=0,01 , El=0,1 e β=0,5 e β=0,9. 
 ε=0,01 ; El=0,1 ; β=0,5 ε=0,01 ; El=0,1 ; β=0,9 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,628 0,628   0,628   
0,005 0,627 0,627 0,679 0,632 0,628 0,682 0,634 
0,01 0,626 0,626 0,647 0,630 0,628 0,682 0,633 
0,05 0,594 0,594 0,575 0,602 0,624 0,672 0,627 
0,1 0,506 0,506 0,910 0,542 0,608 0,649 0,609 
0,15 0,415 0,415 1,072 0,451 0,589  0,560 
0,2 0,376 0,869 1,244 0,894 0,577 0,926 0,550 
0,25 0,364 1,024 1,427 1,045 0,572 1,045 0,876 
0,3 0,364 1,172 1,427 1,194 0,573 1,146 1,090 
0,5 0,403 1,762 2,179 1,804 0,597 1,498 1,111 
0,75 0,478 2,486 3,055 2,497 0,649 1,802 0,729 
1 0,559 3,167 3,792 3,082 0,710 1,948 0,814 
1,25 0,724 3,895 4,600 3,707 0,780 1,940 0,905 
1,75     0,859 0,975  
1,5 0,822 4,468 5,115 4,123 0,946 1,095 1,002 
2 1,035 5,352 5,824 4,720 1,040 1,220 1,105 
2,5 1,268 5,922 6,229 5,058 1,246 1,482 1,318 
3     1,470 1,751 1,538 

















Tabela 30 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,01 , El=1 e β=0 
ε=0,01 ; El=1 ; β=0 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,628       0,628 0,684 0,633 
0,005 0,626       0,626 0,681 0,631 
0,01 0,622       0,622 0,676 0,627 
0,05 0,573       0,573 0,633 0,589 
0,1 0,465       0,465 0,587 0,550 
0,15 0,325       0,325 0,544 0,511 
0,2 0,245       0,743 0,950 0,550 
0,25 0,203       0,875 1,090 0,469 
0,3 0,167       1,225  0,827 
0,5 0,134       1,467 1,859 1,527 
0,75 0,127       2,195 2,944 3,211 
1 0,151 0,451 0,614     2,919 3,923 3,805 
1,25 0,256 0,765 1,090 1,556 1,744   3,458 4,607 4,303 
1,5 0,344 1,039 1,482 2,074 2,347   4,232 5,185 5,072 
2 0,475 1,499 2,188 3,003 3,437 4,193 4,532 5,161 6,038 5,362 







Figura 110 - Comprimento de entrada da tensão de corte em função de Débora e Reynolds para ε=0,01 , El=1 e β=0 
 
 
Figura 111 - Comprimento de entrada da tensão normal em função de 





Figura 112 - Comprimento de entrada da tensão de corte em função 



















































Tabela 31 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,01 , El=1 e β=0,11 
ε=0,01 ; El=1 ; β=0,11 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,628 0,628 0,684 0,6335 
0,005 0,626 0,626 0,681 0,6312 
0,01 0,623 0,623 0,677 0,6276 
0,05 0,576 0,576 0,635 0,5908 
0,1 0,466 0,466 0,582 0,5446 
0,15 0,329 0,329 0,800 0,4921 
0,2 0,254 0,766 0,986 0,5446 
0,25 0,219 0,897 1,139 0,6683 
0,3 0,200 1,016  0,9047 
0,5 0,179 1,483 1,964 1,6045 
0,75 0,186 2,057 2,777 2,2593 
1 0,200 2,598 3,486 2,8379 
1,25 0,219 3,089 4,078 3,3327 
1,5 0,239 3,526 4,535 3,7475 
2 0,283 4,227 5,212 4,3566 
2,5 0,329 4,766 5,590 4,7416 
3 0,374 5,197 5,823 5,0327 
















Tabela 32 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,01 , El=1 e β=0,5 e β=0,9 
 ε=0,01 ; El=1 ; β=0,5  ε=0,01 ; El=1 ; β=0,9 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy De Leu Leτxx Leτxy 
0,001    0,627     
0,005 0,627 0,627 0,681 0,632 0,005 0,628 0,682 0,6336 
0,01 0,625 0,625 0,679 0,630 0,01 0,627 0,682 0,6332 
0,05 0,592 0,592 0,649 0,603 0,05 0,620 0,673 0,634 
0,1 0,507 0,507 0,586 0,550 0,1 0,600 0,650 0,633 
0,15 0,416 0,416 0,862 0,469 0,15 0,579 0,615 0,626 
0,2 0,370 0,819 1,046 0,837 0,2 0,561 0,788 0,608 
0,25 0,350 0,975 1,223 0,997 0,25 0,551 0,960 0,580 
0,3 0,341 1,117  1,148 0,3 0,545 1,059 0,555 
0,5 0,340 1,668 2,131 1,721 0,5 0,540 1,377 0,538 
0,75 0,354 2,321 2,940 2,334 0,75 0,547 1,612 0,530 
1 0,369 2,920 3,589 2,816 1 0,555 1,662 0,935 
1,25 0,382 3,437 4,077 3,177 1,25 0,562 1,466 0,581 
1,5 0,395 3,861 4,420 3,429 1,75 0,578 0,754 0,617 
2 0,420 4,434 4,822 3,684 2,5 0,600 0,826 0,647 
2,5 0,446 4,749 4,977 3,730 3 0,614 0,864 0,692 
3 0,472 4,906 5,007 3,642 
  
  



















Tabela 33 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,01 , El=10 e β=0 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy 
0,01 0,622 0,6221 0,676 0,627 
0,05 0,573 0,5732   
0,1 0,465 0,4652 0,588 0,550 
0,15 0,327 0,3269 0,552 0,517 
0,2 0,247 0,7379 0,939 0,479 
0,25 0,206 0,8777 1,092 0,825 
0,3 0,181 0,9979 1,234 0,981 
0,5 0,140 1,4711 1,845 1,516 
0,75 0,194 2,2714 3,084 2,516 
1 0,180 2,9045 3,858 3,141 
1,5 0,151 3,9691 5,042 4,073 
2 0,128 4,7617 5,774 4,593 




Figura 113 - Comprimento de entrada da tensão de corte em função de Débora e Reynolds para ε=0,01 , El=10 e β=0 
 
















Figura 114- Comprimento de entrada da tensão normal em função de 
Débora e Reynolds para ε=0,01 , El=10 e β=0 
 
 
Figura 115 - Comprimento de entrada da tensão de corte em função 
de Débora e Reynolds para ε=0,01 , El=10 e β=0 
 
 





























































ε=0,01 ; El=10 ; β=0,11 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy 
0,01 0,623 0,623 0,677 0,628 
0,05 0,576 0,576 0,635 0,591 
0,1 0,467 0,467 0,583 0,545 
0,15 0,330 0,330 0,797 0,494 
0,2 0,256 0,766 0,988 0,435 
0,25 0,221 0,899 1,144 0,907 
0,3 0,202 1,020 1,305 1,056 
0,5 0,178 1,495 1,977 1,613 
0,75 0,231 2,275 3,104 2,525 
1 0,235 2,901 3,863 3,139 
1,5 0,247 3,984 4,961 4,073 
2 0,259 4,802 5,610 4,708 
2,5 0,272 5,412 6,080 5,106 




Tabela 35- Valores de comprimento de entrada para ε=0,01 , El=1 e β=0,5 e β=0,9 
 ε=0,01 ; El=10 ; β=0,5  ε=0,01 ; El=10 ; β=0,9 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy De Leu Leτxx Leτxy 
0,05 0,592 0,592 0,649 0,604 0,01 0,627 0,682 0,633 
0,1 0,508 0,508 0,587 0,551 0,05 0,620 0,673 0,626 
0,15 0,416 0,416 0,857 0,471 0,1 0,600 0,650 0,608 
0,2 0,370 0,814 1,044 0,831 0,15 0,578 0,615 0,580 
0,25 0,349 0,970 1,221 0,993 0,2 0,560 0,582 0,555 
0,3 0,339 1,112 1,404 1,144 0,25 0,549 0,951 0,538 
0,5 0,335 1,661 2,127 1,714 0,3 0,543 1,050 0,530 
0,75 0,395 2,365 3,068 2,409 0,5 0,536 1,365 0,914 
1 0,409 2,992 3,768 2,913 0,75 0,561 1,513 0,632 
1,5 0,432 4,029 4,742 3,583 1 0,568 0,727 0,677 
2 0,450 4,736 5,266 3,903 1,5 0,579 0,837 0,747 


























Tabela 36 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,2 , El=0,1 e β=0 
 
ε=0,2 ; El=0,1 ; β=0 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,628   0,628 0,68394 0,6333 
0,005 0,626   0,626 0,68061 0,6311 
0,01 0,623   0,623 0,67636 0,6274 
0,05 0,584   0,584 0,64799 0,6005 
0,1 0,517   0,517 0,64260 0,5924 
0,15 0,428   0,428 0,65386 0,5983 
0,2 0,343   0,343 0,67074 0,6111 
0,25 0,263   0,666 0,69431 0,6286 
0,3 0,184   0,740 0,73559 0,6611 
0,4 0,268 0,651 1,039 1,427 1,29657 0,9741 
0,5 0,414 0,991 1,566 2,041 1,98621 1,4595 
0,75 0,633 1,582 2,567 3,219 2,46564 2,4060 
1 0,837 2,135  3,048 3,36064 3,2836 
1,25 1,047 2,672  3,384 4,22919 4,1196 
1,5 1,263 3,201  3,796 5,05171 4,8635 





















































ε=0,2 ; El=0,1 ; β=0,11 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,6281 0,6281 0,6840 0,6335 
0,005 0,6265 0,6265 0,6807 0,6314 
0,01 0,6235 0,6235 0,6768 0,6278 
0,05 0,5872 0,5872 0,6492 0,6020 
0,1 0,5186 0,5186 0,6375 0,5891 
0,15 0,4247 0,4247 0,6327 0,5823 
0,2 0,3399 0,5955 0,6234 0,5724 
0,25 0,2851 0,7752 0,6087 0,5593 
0,3 0,2656 0,8525 0,5795 0,5360 
0,4 0,2945 0,9774 0,9557 0,8131 
0,5 0,3538 1,1812 1,2354 1,1387 
0,75 0,5138 1,7617 1,9258 1,8119 
1 0,6721 2,3440 2,6127 2,4497 
1,25 0,8338 2,9228 3,2858 3,0655 
1,5 1,0041 3,4826 3,9503 3,6507 
1,75 1,1827 4,0377 4,6239 4,2313 
2 1,3666 4,6105 5,3095 4,8019 
126 
 
Tabela 38 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,2 , El=0,1 e β=0 
 ε=0,01 ; El=10 ; β=0,5  ε=0,01 ; El=10 ; β=0,9 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy De Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,6281 0,6281 0,6839 0,6338 0,001 0,6281 0,6837 0,6339 
0,005 0,6273 0,6273 0,6813 0,6325 0,005 0,6281 0,6821 0,6337 
0,01 0,6256 0,6256 0,6789 0,6301 0,01 0,6281 0,6814 0,6332 
0,05 0,6030 0,6030 0,6575 0,6118 0,05 0,6257 0,6728 0,6260 
0,1 0,5527 0,5527 0,6368 0,5910 0,1 0,6183 0,6597 0,6150 
0,15 0,4946 0,4946 0,6083 0,5657 0,15 0,6108 0,6484 0,6040 
0,2 0,4594 0,4594 0,5763 0,5415 0,2 0,6070 0,6399 0,5963 
0,25 0,4444 0,9041 0,9056 0,5257 0,25 0,6070 0,6355 0,5935 
0,3 0,4413 1,0462 1,0489 0,5200 0,3 0,6099 0,6350 0,5935 
0,5 0,4736 1,5092 1,0489 0,5200 0,5 0,6358 0,6538 0,6111 
0,75 0,5486 2,0069 1,4803 1,1092 0,75 0,6868 0,6997 0,6508 
1 0,6374 2,4449 1,9243 1,4362 1 0,7494 0,7654 0,7027 
1,25 0,7519 2,8466 2,2993 1,6803 1,25 0,8218 0,8462 0,7676 
1,5 0,8601 3,2019 2,6463 1,8667 1,5 0,9049 0,9425 0,8420 
2 1,1004 3,8054 2,9347 0,9845 1,75 0,9963 1,0524 0,9254 





















Tabela 39 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,2 , El=1 e β=0 
 
ε=0,2 ; El=1 ; β=0 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,6280 
      
0,628 0,684 0,633 
0,005 0,6261       0,626 0,681 0,631 
0,01 0,6224       0,622 0,677 0,627 
0,05 0,5837       0,584 0,651 0,603 
0,1 0,5202       0,520 0,652 0,599 
0,15 0,4411       0,441 0,670 0,612 
0,2 0,3699       0,370 0,696 0,632 
0,25 0,3141       0,648 0,728 0,659 
0,3 0,2722       0,792 0,765 0,693 
0,5 0,1747       1,088 0,949 0,861 
0,75 0,1178       1,412 1,177 1,082 
1 0,1417 
0,4501 
0,5984     1,750 1,282 1,178 




2,3637 2,632 1,520 1,294 
1,5 0,3259 0,9729 1,3950 1,9376 2,3098   2,771 2,485 1,459 
2 0,4461 1,4022 1,9814 2,8022 3,3552   4,015 
 
2,705 















































ε=0,2 ; El=1 ; β=0,11 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,6280 0,6280 0,6840 0,6335 
0,005 0,6262 0,6262 0,6808 0,6313 
0,01 0,6229 0,6229 0,6770 0,6277 
0,05 0,5863 0,5863 0,6521 0,6038 
0,1 0,5219 0,5219 0,6478 0,5951 
0,15 0,4383 0,4383 0,6519 0,5956 
0,2 0,3647 0,3647 0,6537 0,5971 
0,25 0,3134 0,7619 0,6545 0,5999 
0,3 0,2798 0,8874 0,6572 0,6056 
0,5 0,2278 1,2457 0,6893 0,6448 
0,75 0,2222 1,6004 1,5635 0,6929 
1 0,2347 1,9037 1,9005 1,2928 
1,25 0,2547 2,1743 2,1888 1,6208 
1,5 0,2783 2,4210 2,4529 1,8607 
2 0,3306 2,8556  2,2523 
2,5 0,3852 3,2430  2,5931 
3 0,4406 3,5931  2,9027 






Tabela 41 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,2 , El=1 e β=0,5 e β=0,9 
 
 ε=0,2 ; El=1 ; β=0,5  ε=0,01 ; El=1 ; β=0,9 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy De Leu Leτxx Leτxy 
0,005 0,6269 0,6269 0,6813 0,6324 0,005 0,6278 0,6821 0,634 
0,01 0,6250 0,6250 0,6790 0,6298 0,01 0,6274 0,6814 0,633 
0,05 0,6007 0,6007 0,6593 0,6124 0,05 0,6224 0,6730 0,625 
0,1 0,5519 0,5519 0,6454 0,5950 0,1 0,6113 0,6598 0,613 
0,15 0,4944 0,4944 0,6249 0,5773 0,15 0,5987 0,6472 0,599 
0,2 0,4543 0,4543 0,6003 0,5567 0,2 0,5902 0,6352 0,589 
0,25 0,4317 0,8005 0,5802 0,5407 0,25 0,5848 0,6267 0,582 
0,3 0,4190 0,9520 0,5653 0,5302 0,3 0,5813 0,6218 0,577 
0,5 0,4054 1,3652 1,2522 0,5235 0,5 0,5772 0,6136 0,569 
0,75 0,4111 1,7629 1,5661 0,5350 0,75 0,5800 0,6134 0,568 
1 0,4210 2,0824 1,7869 0,5504 1 0,5848 0,6157 0,569 
1,25 0,4324 2,3442 1,9497 0,5632 1,25 0,5900 0,6187 0,572 
1,5 0,4439 2,5557 2,0698 0,5768 1,75 0,6012 0,6246 0,577 
2 0,4671 2,8654 2,2216 0,5985 2,5 0,6182 0,6346 0,585 
2,5 0,4903 3,0580 2,2911 0,6192 3 0,6282  0,591 
















Tabela 42 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,2 , El=10 e β=0 
 
ε=0,2 ; El=10 ; β=0 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,01 0,6178 
      
0,618 0,676 0,626 
0,05 0,5854       0,585 0,655 0,608 
0,1 0,5236       0,524 0,654 0,604 
0,15 0,4450       0,445 0,667 0,610 
0,2 0,3783       0,378 0,683 0,620 
0,25 0,3290       0,673 0,703 0,639 
0,3 0,2945       0,812 0,732 0,665 
0,5 0,2188       1,129 0,901 0,819 
0,75 0,1805       1,410 1,146 1,040 
1 0,1573       1,628 1,382 1,251 
1,5 0,1276       1,930 1,784 1,613 
2 0,1078 
 
     2,228 2,076 1,881 




 2,513 2,308 2,093 
3 0,1091       2,574  2,200 
3,5 0,1630 
0,5849 





4 0,2252 0,7942 1,1415 1,5696 1,8676 
2,2966 
















































ε=0,2 ; El=10 ; β=0,11 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy 
0,01 0,6188 0,6188 0,6771 0,6270 
0,05 0,5882 0,5882 0,6556 0,6085 
0,1 0,5269 0,5269 0,6525 0,6023 
0,15 0,4477 0,4477 0,6578 0,6043 
0,2 0,3792 0,3792 0,6625 0,6069 
0,25 0,3321 0,7625 0,6679 0,6121 
0,3 0,3012 0,8935 0,6762 0,6203 
0,5 0,2493 1,2670 0,7297 0,6787 
0,75 0,2380 1,6432 1,5102 0,7504 
1 0,2391 1,9679 1,8741 0,8088 
1,5 0,2498 2,5279 2,4380 0,8937 
2 0,2639 2,9812 2,8775 2,0326 






Tabela 44 - Valores de comprimento de entrada para ε=0,2 , El=10 e β=0,5 e β=0,9 
 
 ε=0,2 ; El=10 ; β=0,5  ε=0,01 ; El=10 ; β=0,9 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy De Leu Leτxx Leτxy 
0,01 0,6228 0,6228 0,6804 0,623 0,01 0,6268 0,683 0,636 
0,05 0,6016 0,6016 0,6488 0,632 0,05 0,6205 0,675 0,628 
0,1 0,5531 0,5531 0,6311 0,601 0,1 0,6100 0,661 0,615 
0,15 0,4975 0,4975 0,6094 0,582 0,15 0,5982 0,649 0,603 
0,2 0,4588 0,4588 0,5907 0,566 0,2 0,5887 0,639 0,593 
0,25 0,4358 0,7912 0,5781 0,551 0,25 0,5819 0,631 0,586 
0,3 0,4240 0,9464 1,2180 0,542 0,3 0,5786 0,625 0,581 
0,5 0,4089 1,3575 1,5253 0,538 0,5 0,5736 0,616 0,574 
0,75 0,4121 1,7504 1,7339 0,553 0,75 0,5743 0,616 0,573 
1 0,4194 2,0673 1,9939 0,569 1 0,5767 0,617 0,573 
1,5 0,4337 2,5373 2,1203 0,596 1,5 0,5819 0,620 0,575 
2 0,4472 2,8532 2,1627 0,616 2 0,5878 0,623 0,576 




















α=0,2 ; El=0,1 ; β=0 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,6204   0,6204 0,6876 0,6204 
0,005 0,6199   0,6199 0,6789 0,6278 
0,01 0,6185   0,6185 0,6763 0,6275 
0,05 0,5888   0,5888 0,6552 0,6258 
0,1 0,5317   0,5317 0,6615 0,6069 
0,25 0,3430   0,3430 0,9509 0,6037 
0,3 0,2128 0,3981  0,5012 1,1314 0,7736 
0,35 0,2489 0,5544 0,8741 1,1279 1,3888 0,8978 
0,4 0,3116 0,6942 1,1419 1,4834 1,3377 0,9994 
0,45 0,3756 0,8210 1,3746 1,7848 1,5375 1,1847 
0,5 0,4356 0,9387 1,5847 2,0636 1,7709 1,3943 
0,75 0,6935 1,4474 2,4902 3,2649 5,1742 1,6020 
1 0,9472 1,9043  3,1807 6,8468 3,7286 
1,25 1,2151 2,3365  4,0832 7,5112 4,8021 
1,5 1,4650 2,7654  4,8920 8,0665 5,6504 




















































α=0,2 ; El=0,1 ; β=0,11 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,6220 0,6220 0,6888 0,630 
0,005 0,6213 0,6213 0,6801 0,629 
0,01 0,6195 0,6195 0,6773 0,627 
0,05 0,5916 0,5916 0,6557 0,608 
0,1 0,5338 0,5338 0,6572 0,601 
0,25 0,3237 0,6937 0,8195 0,672 
0,3 0,3021 0,7771 0,9358 0,717 
0,35 0,3090 0,8484 1,0905 0,743 
0,4 0,3315 0,9347 1,2726 0,717 
0,45 0,3605 1,0329 1,4610 0,710 
0,5 0,3922 1,1364 1,6461 0,736 
0,75 0,5601 2,2612 2,1654 1,246 
1 0,7310 2,9368 2,6615 1,489 
1,25 0,9096 3,4937 3,0292 1,724 
1,5 1,0991 3,0481 2,9014 2,179 
2 1,5258 4,9428   
2,2 1,7083 4,0771   




 α=0,2; El=0,1 ; β=0,5  α=0,2; El=0,1 ; β=0,9 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy De Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,6257 0,6257 0,6910 0,6340 0,001 0,6275 0,6919 0,6363 
0,005 0,6251 0,6251 0,6829 0,6333 0,005 0,6277 0,6847 0,6362 
0,01 0,6238 0,6238 0,6805 0,6318 0,01 0,6278 0,6834 0,6359 
0,05 0,6052 0,6052 0,6610 0,6141 0,05 0,6256 0,6757 0,6278 
0,1 0,5600 0,5600 0,6481 0,5963 0,1 0,6183 0,6629 0,6138 
0,25 0,4617 0,8666 0,5998 0,5472 0,25 0,6111 0,6455 0,5866 
0,3 0,4596 1,0047 0,5981 0,5464 0,3 0,6143 0,6467 0,5842 
0,35 0,4636 1,1191 0,6043 0,5528 0,35 0,6192 0,6500 0,5841 
0,4 0,4712 1,2230 0,9553 0,5630 0,4 0,6266 0,6549 0,5858 
0,45 0,4826 1,3199 1,0394 0,5748 0,45 0,6351 0,6614 0,5887 
0,5 0,4956 1,4126 1,1082 0,5888 0,5 0,6439 0,6703 0,5924 
0,75 0,5757 1,8171 1,3379 0,6731 0,75 0,6964 0,7905 0,6507 
1 0,6726 2,1504 0,9119 0,7652 1 0,7631 0,8742 0,6886 
1,25 0,7804 2,4262 1,0792 0,8585 1,25 0,8389 0,9732 0,7291 
1,5 0,9006 2,6545 1,2599 0,9522 1,5 0,9240 1,2024 0,8144 





















 α=0,2 ; El=1 ; β=0 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,005 0,6196    0,6196 0,6789 0,62741 
0,01 0,6179    0,6179 0,6764 0,62563 
0,05 0,5877    0,5877 0,6577 0,60838 
0,1 0,5343    0,5343 0,6722 0,60955 
0,25 0,3926    0,3926 0,9542 0,77901 
0,3 0,3688    0,3688 1,1264 0,89208 
0,35 0,3491    0,3491 1,3184 1,02195 
0,4 0,3281    0,3281 1,5284 1,16421 
0,45 0,3009    0,3009 1,7493 1,31594 
0,5 0,2704    0,2704 1,9845 1,47665 
0,6 0,2171 0,4434   1,1344 3,1578 2,33325 
0,75 0,1487 0,4693   1,5735 4,7810 3,23771 
0,9 0,1217 0,4352   2,0115 6,1679 4,10565 
1 0,1352 0,4047   2,3073 7,0551 4,84568 
1,25 0,2291 0,6560 1,0829 1,3308 3,2031 7,8795 5,76060 






















































α=0,2 ; El=1 ; β=0,11 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy 
0,005 0,6219 0,6219 0,6801 0,62902 
0,01 0,6209 0,6209 0,6774 0,62708 
0,05 0,6190 0,6190 0,6580 0,60908 
0,1 0,5903 0,5903 0,6669 0,60658 
0,25 0,5359 0,5359 0,8399 0,69662 
0,3 0,3594 0,3594 0,9305 0,74737 
0,35 0,3248 0,7396 1,0251 0,80290 
0,4 0,2995 0,8213 1,1186 0,85843 
0,45 0,2805 0,8813 1,2086 0,91226 
0,5 0,2687 0,9289 1,2977 0,96447 
0,75 0,2602 0,9682 1,6210 1,22532 
1 0,2481 1,1220 1,9657 1,31989 
1,25 0,2600 1,2438 2,2145 1,42583 
1,5 0,2805 1,3726 2,4428 1,49795 
138 
 
 α=0,2; El=1 ; β=0,5  α=0,2; El=1 ; β=0,9 
De Overshoot Leu Leτxx Leτxy De Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,6256 0,6256 0,6829 0,6332 0,001 0,6274 0,6847 0,6361 
0,005 0,6247 0,6247 0,6805 0,6316 0,005 0,6272 0,6834 0,6356 
0,01 0,6229 0,6229 0,6633 0,6144 0,01 0,6269 0,6757 0,6263 
0,05 0,6030 0,6030 0,6551 0,6003 0,05 0,6213 0,6626 0,6112 
0,1 0,5586 0,5586 0,6339 0,5615 0,1 0,6116 0,6364 0,5731 
0,25 0,4477 0,4477 0,6330 0,5567 0,25 0,5875 0,6323 0,5662 
0,3 0,4353 0,8926 0,6369 0,5559 0,3 0,5841 0,6300 0,5606 
0,35 0,4291 1,0002 0,6436 0,5576 0,35 0,5822 0,6288 0,5559 
0,4 0,4258 1,0911 0,6519 0,5607 0,4 0,5815 0,6284 0,5520 
0,45 0,4243 1,1722 0,6616 0,5646 0,45 0,5814 0,6286 0,5486 
0,5 0,4240 1,2461 0,7228 0,5831 0,5 0,5816 0,6328 0,5391 
0,75 0,4314 1,5408 0,7794 0,6011 0,75 0,5865 0,6380 0,5340 
1 0,4438 1,7410 0,8335 0,6116 1 0,5931 0,6425 0,5310 
1,25 0,4580 1,8791 0,8821 0,6191 1,25 0,5996 0,6465 0,5290 






























α=0,2 ; El=10 ; β=0 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,01 0,6179 
  
0,6179 0,6764 0,6256 
0,05 0,5876   0,5876 0,6580 0,6085 
0,1 0,5346   0,5346 0,6731 0,6101 
0,2 0,4271   0,4271 0,8186 0,6940 
0,3 0,3750   0,3750 1,1263 0,8923 
0,5 0,3025   0,3025 1,9821 1,4734 
0,75 0,2111 
0,4603 
 1,5885 3,3253 2,3436 
1 0,1630 0,5122  2,3529 4,7824 3,2602 
1,5 0,1088 0,5782  4,0124 7,2163 4,8862 
2 0,0876 0,6212  5,3767 
  


























12. Anexo B – Conduta circular 
 
UCM El=0,1 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,4375 
      
0,4375 0,861 0,421 
0,005 0,4396       0,4396 0,749 0,423 
0,01 0,4412       0,4412 0,720 0,644 
0,05 0,4198       0,4198 0,723 0,422 
0,1 0,2947       0,6826 0,795 0,385 
0,2 0,1845       1,0061 1,138 0,919 
0,25 0,1552       1,1824 1,395 1,127 
0,3 0,1808 
0,6874 0,8288 
    1,3754 1,723 1,309 
0,35 0,2464 0,8826 1,2787 
1,8553 2,2892 
  2,5890 1,778 1,620 
0,4 0,3147 1,0915 1,6775 2,2541 2,8142   3,1827 2,107 1,967 
0,5 0,4353 1,4838 2,3222 3,0064 3,7901   4,2743 2,794 2,656 
0,6 0,5359 1,8560 2,9069 3,7167 4,7027   5,2961 3,459 3,312 
0,7 0,6326 2,2090 3,4752 4,3876 5,6215 
 
 6,2119 4,110 3,949 
0,75 0,6794 2,3817 3,7527 4,7395 6,0404   6,7488 4,421 4,259 
1 0,9197 3,2370 5,1339 6,3536    8,1566 7,079 5,701 
1,5 1,6540 4,8126 
  



















 UCM El=1 
De Overshoot Oscilações Leu Leτxx Leτxy 
0,001 0,4374 
   
0,4374 0,8612 0,4213 
0,005 0,4390    0,4390 0,7472 0,4228 
0,01 0,4401    0,4401 0,7238 0,4235 
0,05 0,4117    0,4117 0,7150 0,4186 
0,1 0,3002    0,6749 0,7863 0,3891 
0,2 0,2019    1,0303 1,1431 0,9206 
0,25 0,1864    1,2305 1,3845 1,1219 
0,3 0,1785    1,4428 1,6430 1,3327 
0,35 0,1743    1,6637 1,9108 1,5488 
0,4 0,1712    1,8833 2,1821 1,7709 
0,5 0,1654    2,3385 2,7416 2,2244 
0,6 0,1557    2,8085 3,3213 2,6928 
0,7 0,1396    3,2764 3,8992 3,1636 
0,75 0,1389    3,5044 4,1905 3,4022 
1 0,1743 0,6460 0,9069  4,6256 5,5404 4,5815 






















De Overshoot Leu Leτxx Leτxy 
0,01 0,4400 0,4400 0,7236 0,4234 
0,05 0,4117 0,4117 0,7139 0,4186 
0,1 0,3007 0,6740 0,7853 0,3894 
0,2 0,2033 1,0320 1,1432 0,9201 
0,25 0,1883 1,2333 1,3829 1,1205 
0,3 0,1811 1,4454 1,6385 1,3292 
0,35 0,1780 1,6641 1,9039 1,5439 
0,4 0,1763 1,8858 2,1702 1,7619 
0,5 0,1756 2,3297 2,7151 2,2032 
0,6 0,1758 2,7800 3,2635 2,6472 
0,7 0,1768 3,2311 3,8091 3,0915 
0,75 0,1763 3,4557 4,0738 3,3094 
1 0,1715 4,5292 5,2760 4,3454 
1,5 0,1606 6,2485 7,0392 5,9658 
